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Erster  Abschnitt. 
Mechanik. 


Kapitel  I. 

Mechanik  diskreter  Massenpunkte. 

1.   Mechanik  eines  Massenpunktes.     Die   Bewegungsglei- 
chung  eines  Massenpunktes  lautet  bekanntlich 


(1) 


m 


dt 


=  ti. 


Hier  bedeutet  m  die  Masse  des  Massenpunktes,  Ä  die  auf  ihn 
wirkende  Kraft  und  ö  seine  Geschwindig- 
keit, bezogen  auf  ein  Koordinatensystem, 
das  wir  ein  im  Räume  festes  nennen  wollen. 
Diese  Geschwindigkeit  tr  ist  im  allgemeinen 
ein  mit  der  Zeit  nach  Richtung  und  Betrag 
veränderlicher  Vektor. 

Es  sei  P  (Fig.  l)  ein  im  Räume  fester 
Punkt,  AB  die  Bahn  des  Massen punktes 
und  r  ein  Radiusvektor,  welcher  vom  Auf- 
punkt P  bis  zur  augenblicklichen  Lage  M 
des  Massenpunktes  gezogen  ist.    Aus  (164)  I^)  folgt  deshalb 

(2)  di-dldt  =  ^o^==^. 

wo  dl  den  Betrag  eines  Elementes  dl  der  Bahn  und  t^  den  Ein- 
heitsvektor längs  der  Tangente  zur  Bahn  bedeuten.  Es  ist  also 
di  =  t^dl.  V  ist  der  Betrag  von  v.  Alle  Größen  beziehen  sich 
auf  die  Stelle  M  der  Bahn. 

Aus  (2)  ersehen  wir,  daß  die  Geschwindigkeit  der  Richtung 
nach  mit  der  Tangente  zur  Bahn  zusammenfällt. 

1)  Die  römische  Zahl  I  bezeichnet  hier  und  im  folgenden  den 
ersten  Teil  dieser  Schrift,  wo  die  Gleichungen  durchlaufende  Nunimem 
erhalten  haben. 

T.  Ignatowsky,  Vektoranalyais.    IL  1 


1.   Zentripetalkraft.    Energie. 


Aus  (2)  und  (l)  folgt  weiter 
oder  wegen  (165)  I 

(3)  €=„,,„  ^;i + «^  m.', 

wo  Jl  den  Krümmungsradius  der  Bahn  an  der  betreffenden  Stelle 
bedeutet  und  Hq  den  Einheitsvektor  längs  dem  Krümmungsradius 
zum  Krümmungsmittelpunkt  hin. 

Aus  (3)  ergibt  sich,  daß  wir  £  in  zwei  Komponenten  zerlegen 
können,  die  eine  parallel  der  Tangente  zur  Bahn,  die  andere  senk- 
recht dazu,  zum  Krümmungsmittelpunkt  der  Bahn  hin.  Diese 
letztere  nennt  man  Zentripetalkraft. 

Multiplizieren  wir  jetzt  fi  skalar  mit  dem  Element 

dl  =  todl, 

so  gibt  das  Produkt  üdi  die  Arbeit  an,  welche  die  Kraft  ü  bei 
der  Verschiebung  des  Massenpunktes  längs  di  geleistet  hat.  Ander- 
seits folgt  aus  (3),  da  di  gleichgerichtet  mit  t^  und  senkrecht  zu 
l?o  ist 

(4)  ^di^m- ^'^^  dl==m~vdt==dL, 
wo 

(5)  x  =  "-! 

die  kinetische  Energie  des  Massenpunktes  bedeutet. 

Integrieren  wir  (4)  längs  einer  endlichen  Bahnstrecke  ?,  so  folgt 

(a)  A~füdi  =  Li  —  Lq. 

i 

Diese  Gleichung  sagt  aus,  daß  die  von  der  Kraft  längs  der  Strecke  l 
geleistete  Arbeits  gleich  ist  der  Änderung  der  kinetischen  Energie 
des  Massenpunktes.  Die  Zentripetalkraft  leistet  hierbei  ersichtlich 
keine  Arbeit,  trägt  demnach  auch  nichts  zu  der  Änderimg  der 
kinetischen  Energie  bei. 

Hängt  die  kinetische  Energie  nur  von  der  Lage  des  Massen- 
punktes ab,  d.  h.  nimmt  sie  denselben  Wert  an,  falls  der  Massen- 
punkt in  seine  Anfangslage  zurückkehrt,  so  ist  das  Integral  (a) 
längs  einer  geschlossenen  Kurve  gleich  Null. 


BewegnngsgrOße. 


Wir  schließen  daraus,  daß  ü  in  diesem  Fall,  laut  Nr.  20  I,  von 
einem  einwertigen  Potential  ableitbar  ist,  das  wir  mit  —  V  be- 
zeichnen wollen: 

(6)  ü VF. 

Hieraus  und  aus  (4)  folgt 

(7)  d  (X  4-  F)  =  0     oder     X  -f  F  =  konst. 

V  wird  die  potentielle  Energie  genannt.  Gl.  (7)  drückt  das 
Prinzip  der  Erhaltung  der  Energie  aus. 

Wir  führen  jetzt  noch  zwei  Größen  ein: 

(8)  b  =  wu 

die  Bewegungsgröße  eines  Massenpunktes  und 

(9)  u  =  [r  rnvi] 

das  Moment  der  Bewegungsgröße  eines  Massenpunktes. 

Aus  dem  Begriff  des  vektoriellen  Produktes  folgt,  daß  u  senk- 
recht zu  der  durch  r  und  u  bestimmten  Ebene  steht  und  den  Be- 
trag hat 

(b)  «;  =  rwv  sin  (ro), 

wobei  ist 

iri=r. 

Aus  Fig.  1  ergibt  sich  sofort,  daß  (9)  eine  Drehung  des  Massen- 
punktes M  um  eine  durch  den  Aufpunkt  P  gehende  Achse  dar- 
stellt und  zwar  mit  einer  Geschwindigkeit  v  sin  (nr)  in  einer  Ent- 
fernung r  von  der  Achse.  Da  sich  aus  Fig.  1  diese  Drehung  als  im 
Sinne  des  Uhi-zeigers  ergibt,  falls  wir  die  Bahn  in  die  Zeichen- 
ebene gelegt  denken,  so  weist  nach  der  Fingerregel  die  positive 
Richtung  von  u  vom  Beschauer  senkrecht  zur  Zeichenebene. 

Bezeichnen  wir  die  augenblickliche  Winkelgeschwindigkeit  der 
Drehung  durch  w,  so  ist 

(c)  reo  =  V  sin  (rö). 
Aus  (c),  (b)  und  (9)  folgt 

(10)  u  =  Uq  •  mr*w, 


wo  u,,  den  Einheitsvektor  längs  u  bedeutet 


2.   Flächensatz. 


Aus  (9),  (2)  und  (l)  fließt  weiter 

) 
denn 


(11)  '^  =  ['^«]. 


und  das  erste  Glied  verschwindet  infolge  (2),  als  das  vektorielle 
Produkt  zweier  gleichgerichteter  Vektoren. 

Die  rechte  Seite  von  (11)  nennt  man  das  Moment  der  Kraft  Ä. 
Hierbei  bezeichnet  man  den  Aufpunkt  P  als  Bezugspunkt  oder 
Momenten  punkt. 

Aus  der  Fig.  1  ist  ersichtlich,  daß  der  Betrag  von  [r  dt] 
.gleich  ist  der  doppelten  Fläche,  welche  der  Radiusvektor  in  der 
Zeit  dt  beschreibt. 

Fällt  demnach  im  speziellen  Fall  die  Richtung  der  Kraft  mit  r 
zusammen,  haben  wir  es  also  mit  einer  Zentralkraft  zu  tun,  so 
ist  die  rechte  Seite  von  (11)  gleich  Null,  und  wir  erhalten 

u  =  m[rtj]  ==  ***M^  ^    ="  konst. 

D.  h.  der  Vektor  r  beschreibt  in  gleichen  Zeiten  gleiche  Flächen. 
Man  bezeichnet  deshalb   die  Gleichung  (ll)  als  den  Flächen- 
satz füi*  einen  einzelnen  Massenpunkt. 
Endlich  folgt  aus  (l)  und  (8) 

(12)  §-^- 

2.  Relative  Bewegung.  Bis  jetzt  haben  wii*  die  Bewegung 
eines  Massenpunktes  in  bezug  auf  ein  im  Raum  festes  Koordinaten- 
system untersucht.  Wir  wollen  jetzt  ermitteln,  wie  sich  die  Ge- 
schwindigkeiten und  die  Beschleunigungen  relativ  zu  einem  sich 
beliebig  bewegenden  Koordinatensystem  darstellen. 

Wir  haben  demnach  zwei  Koordinatensysteme  zu  berücksich- 
tigen: ein  festes  und  ein  bewegliches.  Der  Koordinaten anfang  des 
ersten  sei  0,  der  des  zweiten  0^  (Fig.  2).  Der  Massenpunkt  be- 
finde sich  in  M.  Dann  wird  die  absolute  Bewegunjg  von  M  durch 
r  und  diejenige  von  0^  durch  r^  dargestellt.  Die  Entfernung  0^  M 
wird  durch  x'  bezeichnet  und  kann  ausgedrückt  werden  mit  Hilfe 
der  Grundvektoren  i,  |,  k  des  festen  oder  der  Grundvektoren  i', 
\\  \^  des  beweglichen  Systems.    In  diesem  Fall  ist 


R«lAtiTe  Beweg^g. 


(a) 


r  =-la:  +Ji/  +k«, 


wo  X  ^  y\  z  die  relativen  Koordinaten  von 
M  in  bezug  auf  das  bewegliche  System  be- 
deuten. 

1!>  i-t  aber  in  jedem  Fall  immer 


(b) 


r. +  r' 


Bezeichnen  wir  durch   -^-r  und  ,^, 


Fig.  8. 


die  erste  und  zweite  Derivierte  nach 
der  Zeit  in  bezug  auf  das  bewegliche  System,  so  folgt  aus 
(a)  für  die  relative  Geschwindigkeit  von  M  in  bezug  auf  das  be- 
wegliche System  in  Oj 

,       dr'       .,  dx    .    .,  dy     .    .,  dz 
^   =  d*  ^'lü^^dt-^^  ~dt 


(c) 


und  für  dir  relative  Beschleunigung 


w 


do' 
dt 


d*r'        .rd^x 


df- 


=  l 


d'y 


dt' 


+  ^   di^  +  ^ 


dt^ 


Anderseits  erhalten  wir  für  die  totale,  resp.  absolute  Ge- 
schwindigkeit, laut  (a),  (b)  und  (c)  unter  Berücksichtigung,  daß 
\\  \\  k',  in  bezug  auf  das  feste  Koordinatensystem,  veränderliche 
Größen  sind 


(e) 


dx 


dx,    .    dx' 


dV 


,d\ 


e=-^  +  ^+^  d7+^  dt"^' 


dJC_ 
dt 


dx' 


Infolge   (40)  I    sind    aber    die  Vektoren    ^  usw.  in  jedem 
Augenblick  o  sonkrecht  zu  i',  j',  k'.    Wir  können  deshalb  setzen 


(0 


dx 
dt 


Kl']; 


dt 


[%n 


cZk' 
dt 


K»«']» 


wo  voriäutig  hTi,  m,,  njg  drei  unbekannte  Vektoren  bedeuten,  die 
nur  der  Bedingung  genügen  müssen,  daß  sie  senkrecht  zu     ,-, 

d\'  ,  dk'  .  , 
-j7  und  -j-  sind. 
dt  dt 

Diese  drei  Vektoren  sind  aber  nicht  unabhängig  voneinander. 

Denn  es  müssen  stets  die  Bedingimgen 


2.  Absolute  und  relative  Geschwindigkeit. 


(g) 


I  i'j'  =  i'h'  =  k'i'  =  0; 

\  [i'n  =  k'i  li'u']  =  i';  Lk'i']  =  i' 


eingehalten  werden. 
Es  folgt  hieraus 

dt         ^   dt~^^  dt 


(h) 


f  («Tg  -  mj  =  0 


und  analog 


t'( 


Wo 


Wg)    =    0. 


Anderseits  erhalten  wir  aus  (29)  I  und  (g) 

^  =  [tt^i  i']  =  [%  tt'h']]  =  f  •  »1  k'  -  h'  •  Wi  i' 
=  [nrgf  ]  =  k' •  mgi' —  i' •  nijk' 


(i) 


dt 

dk; 

dt 


[mgk']  ^i'-mgi'  — i'-UTgi' 


Wir  multiplizieren  jetzt  die  ersten  beiden  Gleichungen  in  (i) 
vektoriell  miteinander  und  hinterher  skalar  mit  der  dritten  Glei- 
chung von  (i),  d.  h.  wir  bilden  das  Produkt 

W  "        dt  Idt   dtl 

Berücksichtigen  wir  jetzt  (h),  so  folgt 

(1)  «  =  0. 

Hieraus  und  aus  (32)  I  ersehen  wir,  daß  die  drei  Vektoren  (f) 
komplanar  sind.  Wir  können  deshalb  stets  einen  solchen  Vektor 
finden,  der  zu  den  drei  Vektoren  (f)  zu  gleicher  Zeit  senkrecht 
steht.  Bezeichnen  wir  den  entsprechenden  Einheitsvektor  durch  mIq, 
so  können  wir  setzen 

(m)  n»!  —  feiUo*,  uij  =  cWq]  Wg  =  euio. 

Hieraus  und  aus  (h)  folgt 

(n)  k'mo  {h-c)==  i'w^  (e  -  ?>)  =  Iw^  (c  -  (')  =  0. 

Da  es  aber  keinen  Vektor  gibt,  der  zugleich  zu  l',  |'  und  k'  senk- 
recht ist,  so  muß  sein 


Absolate  ond  relative  (Jeachwiudigkeit. 


b  =^  c  =  e, 
woraus  folgt 

(o)  lOl  =  tUj  =  »8  ==  ©. 

Multiplizieren  wir  (f)  sukzessive  mit  x\  y  und  z\  so  erhalten 
wir  infolge  (o)  und  (a): 

und  dies  in  (e)  eingesetzt  ergibt 

(13)  ,  =  §  +  «*^^  +  [«„'J 

oder 

(13a)  ,,  =  üj  -I-  o'4-  [lor'], 

\\o  Uj  die  absolute  Geschwindigkeit  des  Koordinatenanfangs  des 
beweglichen  Systems  bedeutet. 

Aus  (f)  und  (m)  folgt  für  den  Betrag  von  -^- 

(P)  'at    =^sin(i'mo). 

Bezeichnen  wir  mit  oj  die  augenblickliche  Winkelgeschwindig- 
keit, womit  sich  der  Endpunkt  von  i'  um  tOo  als  Achse  dreht, 
positiv  gerechnet  im  Sinne  des  Uhrzeigers,  falls  man  längs  der 
positiven  Richtung  von  Wq  blickt,  so  folgt  aus  (p),  daß  w  =  & 
ist;  denn  sin  (l'^o)  ist  ja  die  Entfernung  des  Endpunktes  von  t' 
von  der  Achse  jUq.  Da  aber  infolge  (o)  die  Winkelgeschwindig- 
keiten für  i',  f,  k'  gleich  sind,  so  gibt  nr  der  Richtung  nach  die 
Achse  an,  um  welche  sich  das  bewegliche  Koordinatensystem  dreht, 
und  dem  Betrag  nach  die  Winkelgeschwindigkeit. 

Setzen  wir  in  (13)  die  relative  Geschwindigkeit  -3-7-   gleich 

Null,  d.  h.  nehmen  an,  daß  für  einen  Augenblick  der  Massenpunkt 
fest  mit  dem  beweglichen  Koordinatensystem  verbunden  ist,  so 
geben  die  beiden  übrig  gebliebenen  Glieder  in  (13)  die  absolute 
Geschwindigkeit  eines  mit  dem  beweglichen  System  fest  verbun- 
denen Punktes  an,  in  dem  sich  im  betreffenden  Moment  der  Massen- 
punkt befindet.  Einen  solchen  Punkt  wollen  wir  den  augenblick- 
lichen Koordinatenpunkt  nennen.  Es  folgt  deshalb  aus  (13),  daß 
die  absolute  Geschwindigkeit  t)  gleich  ist  der  geometri- 
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sehen  Summe  der  absoluten  Geschwindigkeit  des  augen- 
blicklichen Koordinatenpunktes  und  der  relativen  Ge- 
schwindigkeit des  Massenpunktes. 
Aus  (b)  und  (13)  folgt 

(q)  dV-dl  +  t^'J 

und  weiter  für  die  absolute  Beschleunigung 

d^ 
f  s    d«r      dn      d'r,    ,       dt    ,  rdw   n  ,  r    dr'-i  ,  .   ,     ,,, 

Anderseits  gibt  (c),  (d)  und  (f) 

,dr' 
dn'_     d*_d«r'      dr    ds^,dy   d^,dW   ^'^d^'      r    dr'n 
'dt~"dt        dt^'^lti'  dt'^dt'  dt'^'dt"  dt  ~  dt*' '^  l^  dt  ]' 

Wir  können  deshalb  statt  (r)  schreiben 

,^  ,^  dv     d'r      d*x.  ,  d*r'  ,  rdm   n  ,  ^  r    dx'i  .  j-    ,     /,-, 

(1^)  -dt- dt-  dt^  +  -d^+bi^J+n^d*J+[^t^^J]- 

Rotiert  das  bewegliche  System  nicht,  sondern  führt  es  eine 
reine  Translationsbewegung  aus,  so  ist  m  =  0,  und  es  folgt  aus 
(13)  und  (U) 

dv        dXi     .dt  .     , 

(15) 


dr^ 

dt 

dH 
=  dt-  = 

dt- 

d^r- 
^  dt- 

dt 

+ 

dv' 
dt 

dx' 
dt  " 

dx' 
dt  ' 

d-x' 

d«r' 
=  dt«  • 

und 
(16) 

Erfolgt  keine  relative  Bewegung  des  Massenpunktes,   so  ist 

- —  -  =  0;     , .  «=  0,  und  wir  ersehen,  daß  die  geometrische  Summe 

aus  dem  ersten,  dritten  und  letzten  Glied  in  (14)  nichts  anderes 
ist  als  die  absolute  Beschleunigung  des  augenblicklichen  Koordi- 
natenpunktes. Deshalb  ist  die  absolute  Beschleunigung  des  Massen- 
punktes gleich  der  geometrischen  Summe  der  absoluten  Be- 
schleunigung des  augenblicklichen  Koordinatenpunktes, 
der  relativen  Beschleunigung  des  Massenpunktes  und 
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des  doppelten  Vektorproduktes  aus  derWinkelgeschwin- 
digkeit  des  beweglichen  Systems  und  der  Relativge- 
schwindigkeit. 

Aus  dem  in  Anschluß  an  (p)  Gesagten  folgt,  daß  der  Vektor 
tti  durch  den  Koordinatenanfang  des  beweglichen  Systems  geht. 

Die  Gleichung  (14)  wird  als  der  Satz  von  Coriolis  bezeichnet. 

8.    Die   Bewegung   eines  Systems  von  Massenpunkten. 

Gegeben  sei  ein  System  von  Massenpunkten ,  und  auf  jeden  von 
ihnen  wirke  eine  Kraft  fl^^.  Wir  können  auf  diesen  Fall  die  Glei- 
chungen (11)  und  (12)  anwenden,  indem  wir  sie  über  alle  Massen- 
punkte summieren  und  erhalten 

(17)  4f  =  ^K 

und 

(18)  ^^^  =  i'[r„fi„] 

WO 

(19)  is  =  2:b  =  2:w„.ti„ 

und 

(20)  U  =  i'n  =  Z\x,  m,»J 
bedeuten. 

Führen  wir  den  Massenmittelpunkt  ein,  so  erhalten  wir  be- 
kanntlich 

(21)  3fH  =  wiri  + Wjrj-f  .  .  .  =  2;w„r„. 

Hier  definieren  ti,  fg  usw.  die  Lagen  der  einzelnen  Massen- 
punkte Wj,  m^,  ...  in  bezug  auf  ein  festes  Koordinatensystem, 
M  =  2Jm  bedeutet  die  Gesamtmasse  aller  Massenpunkte  und  H  den 
Radiusvektor  vom  Koordinatenanfang  des  festen  Systems  bis  zum 
Massenmittelpunkt. 

Aus  (19)  und  (21)  folgt,  wenn  U  =  -^  die  Geschwindigkeit 

des  Massenmittelpunktes  bedeutet: 


(22) 

M\)  = 

=  ^^^nK 

-«, 

und  hieraus  und 

aus  (17) 

(23) 

M 

dt   " 

-  ^'K' 

10  4.  Innere  und  äußere  Kräfte. 

Die  Gleichung  (23)  nennt  man  den  Satz  der  Bewegung 
des  Massenmittelpunktes.  Er  besagt,  daß  dieser  Punkt  sich 
so  bewegt,  als  ob  in  ihm  alle  Massen  vereinigt  seien  und  die 
Resultante  aller  Kräfte  angreife. 

Wir  bezeichnen  durch  r^  die  Entfernung  eines  Massenpunktes 

w^,  vom  Massenmittelpunkt  und     ,"  durch  vi.   Es  ist  dann 
(a)  r„=r;+K  und  »^=»;+d. 

Hier  bestimmt  sich  »^  durch  (q)  Nr.  2  und  darf  nicht  mit  rj'  in 
Nr.  2  verwechselt  werden. 

Aus  (a),  (21)  und  (22)  erhalten  wir 

(24)  ^v'n-0 

(25)  2:m„^=2;m„<=0, 

und  aus  (20),  (24)  und  (25) 

(26)  II  =  2;m„  [(U  +  r„)  (D  +  <)]  =  üf  [«  D]  +  2:m„  [x'„  <]. 
Es  folgt  weiter  aus  (21) 

^^  =  ^^  =  ^^»^?- 
und  daher  mit  Hilfe  von  (23) 

(27)         2;m„[«^]  =  i.f[«;^^]  =  2;[««„]. 

Differenzieren  wir  (26)  nach  t  und  setzen  den  so  erhaltenen 
Ausdruck  in  (18)  ein,  so  erhalten  wir  wegen  (27)  und  (a) 

(28)  ^'  =  i  [<«.]; 
dabei  bedeutet 

(29)  M'^-J-XK»,]. 

4.  Innere  und  äußere  Kräfte.  Die  Kräfte  in  (17)  werden 
gewöhnlich  in  innere  und  äußere  geteilt.  Hierbei  versteht  man 
unter  einer  inneren  Kraft  eines  Systems  diejenige  auf  einen 
Massenpunkt  wirkende  Kraft,  welche  ihre  Entstehung  der  An- 
wesenheit der  anderen  Massenpunkte  des  Systems  verdankt.  Alle 
anderen   Kräfte   werden   als   äußere   bezeichnet.    Wir  bezeichnen 
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die  äußereu  Kräfte  durch  p  und  die  inneren  durch  3.    Für  diese 
Kräfte  nimmt  man  an 

(30)  2^3.^0,     ^[r.3.]  =  0, 

das   sogenannte  Reaktionsprinzip   oder  Wechselwirkungs- 
gesetz. 

Demnach  müssen  wir  statt  (17)  und  (18)  schreiben 

(31)  ^  =  ^P. 
und 

(32)  ^  =  Z[vM. 
Weiter  bekommen  wir  statt  (23)  und  (28) 

(33)  ^^-^Vn 

(34)  ?  =  ^[r:i'.]. 

Wirken  auf  das  System  keine  äußeren  Kräfte  so  sagt  (33), 
daß  sich  der  Massenmittelpunkt  mit  konstanter  Geschwindigkeit 
bewegt,  resp.  in  Ruhe  verbleibt,  falls  er  dies  zu  Anfang  war,  und 
(32)  und  (34),  daß  U  resp.  U'  konstant  bleibt. 

Bezeichnen  wir  durch  L  die  sogenannte  kinetische  Energie 
des  Systems,  so  folgt  aus  (4) 

(a)  dL  =  üiSi^di  =  2:^^di  +  2:^„d[. 

Sind  die  inneren  Kräfte  von  einem  Potential  —  V  ableitbar,  so 
daß 

(b)  Z3„d[  =  -dV 
ist,  so  erhalten  wir 

(35)  d{L  +  V)  =  ZVn^li. 

Wirken  auf  das  System  keine  äußeren  Kräfte,  so  ergibt  (35), 
daß  hierbei  die  gesamte  Energie  X  -f  F  des  Systems  konstant 
bleibt.  Die  Gleichung  (35)  nennt  man  die  Gleichung  der 
Energie  des  Systems. 

Für  die  Arbeit  in  der  Zeiteinheit  erhalten  wir  aus  (a) 

(36)  ~  =  2:y^v,+ 2:3,0,. 
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Führen  wir  ein  beliebig  bewegtes  Koordinatensystem  ein  und 
bezeichnen  durch  D^  die  absolute  Geschwindigkeit  des  Koordinaten- 
anfanges dieses  Systems  und  durch  r^'  den  Radiusvektor  von  diesem 
Koordinatenanfang  bis  zum  Massenpunkt,  so  folgt  aus  (13) 

(c)  ZS^v,  =  D,  £3„  +  2;3„  ^  +  «.£[<'  3.]. 
Anderseits  liefert  (30) 

(d)  ^[r„3„]  =  [«1  -2^3,.]  +  -SK  3j  =  ^K3„]  =  0, 

WO  Hj  den  Radiusvektor  vom  Koordinatenanfang  des  festen  bis 
zum  Koordinatenanfang  des  beweglichen  Systems  bedeutet,  woraus 

(37)  ^3„»»  =  2'^"   df- 
Demnach  können  wir  statt  (38)  schreiben 

(38)  ^^  =  ^P„».  +  2'^»^'- 

5.    Ableitung  der  Zustandsgieichung  für  ideale  Gase. 

Als  Beispiel  eines  Systems  von  Massenpunkten  können  wir  ein 
ideales  Gas  ansehen.  Wir  wollen  für  dieses  die  Zustandsgieichung 
ableiten. 

Ein  ideales  Gas  ist  dadurch  definiert,  daß  seine  Moleküle 
durch  keinerlei  gegenseitige  Kräfte  beeinflußt  werden  und  nur  in- 
sofern aufeinander  wirken,  als  sie  beim  Hin-  und  Herbewegen 
gegeneinander  stoßen  können.  Wir  müssen  deshalb,  indem  wir 
jedes  Molekel  als  Massenpunkt  auffassen,  alle  3  gleich  Null  setzen. 

Wir  bestimmen  jetzt  den  Mittelwert  L  der  kinetischen  Energie 
L  des  Gases  über  ein  Zeitintervall  ^  d.  h. 

t 

(a)  X  =  \J  I^dt. 

u 
Durch  partielle  Integration  erhalten  wir 

(b)  L = \JLat = i-/^-.  (§)'<*' = ;.  [^--S  - 


0 


-V 


^^n^n'd^d^ 
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oder  da  die  3  gleich  Null  sind: 

t  t 

(39)  L^±[2:m/-^}]-4^f2:r^V,dt. 

0  0 

Man  nimmt  in  der  kinetischen  Gastheorie  an,  daß  die  absolute 
Temperatur  J  proportional  mit  L  ist,  d.  h. 

(c)  T= -i- X  oder  aT  =  i:, 

wo  a  einen  konstanten  Proportionalitätsfaktor  bedeutet. 

Bei  einem  stationären  Zustand  erfolgt  die  Bewegung  der  ein- 
zelnen Moleküle  so,  daß  alle  möglichen  Verhältnisse  vertreten 
sind.  Da  r„^  positiv  ist,  wird  deshalb  Em^Xj^  =  konstant  sein, 
das  entsprechende  Glied  in  (39)  verschwindet,  und  wir  erhalten 

(40)  i'--\  -s^;, 

wo  der  Strich  über  rp  bedeutet,  daß  man  den  mittleren  Wert 
dieser  Größe  nehmen  soll. 

Die  rechte  Seite  von  (40)  nennt  man  das  mittlere  Virial 
und  zwar  das  äußere,  zum  Unterschiede  vom  inneren,  wo  p 
durch  3  zu  ersetzen  wäre. 

Bei  einem  idealen  Gase  sind  die  äußeren  Kräfte  der  Druck  des 
Gefäßes  auf  das  Gas.  Da  sich  hierbei  r„  auf  die  Wand  des  Ge- 
fäßes bezieht,  so  ist  es  konstant  in  bezug  auf  die  Zeit,  und  des- 
halb ist  t 


(d)  L  =  -lXr„ß 


VJt. 


Bezeichnen  wir  den  Betrag  des  mittleren  Druckes  der  Gefäß- 
wand auf  das  Gas  mit  p,  auf  die  Einheit  der  Fläche  berechnet, 
und  beachten,  daß  der  Druck  überall  gleich  und  normal  zur 
Fläche  und  nach  innen  gerichtet  ist,  so  können  wir  statt  (d),  mit 
Hilfe  des  Gau  fischen  Satzes,  schreiben: 

(e)  L  =  ißxdf  =  l  Jtdf  - 1  Jdiv  t  •  dv, 

F  F  y 

wo  V  das  Volumen,  J^  die  innere  Oberfläche  des  Gefäßes  und  n, 
wie  immer,  die  hierzu  äußere  Normale  bedeutet. 
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Wegen  (lOO)  I  erhalten  wir  aus  (e) 

(41)  i-YP^ 

und  mit  Bücksicht  auf  (c): 

(42)  ^F=|i  =  ^r  =  JJ2' 

wo 

die    Gaskonstante    bedeutet.     (42)    ist    die    bekannte    Zustands- 
gieichung für  ideale  Gase. 

Kapitel  H. 

Starre  Körper. 

6.  Allgemeine  Beziehungen.  Unter  einem  starren  Körper 
verstehen  wir  einen  Körper,  wo  keine  Relativbewegungen  der 
einzelnen  Teile  gegeneinander  vorkommen.  Wir  denken  uns  das 
bewegliche  Koordinatensystem  fest  mit  dem  starren  Körper  ver- 
bunden und  betrachten  jedes  Volumenelement  als  Massenpunkt. 
Dann  müssen  wir  bei  Anwendung  der  in  Nr.  3  und  4  angeführten 
Resultate  setzen 

Wir  werden,  da  Mißverständnisse  ausgeschlossen  sind,  den 
Index  n  weglassen  und  unter  2J  die  Summati on  über  den  ganzen 
Körper  verstehen. 

Bezeichnen  wir  durch  a  den  Radiusvektor  vom  Koordinaten- 
anfang Ol  (Fig.  3)  des  beweglichen  Systems  bis  zum  Massenmittel- 
punkt Jf ,  so  werden  wir  allgemein  haben,  entsprechend  den  Be- 
zeichnungen in  Nr.  3  und  4: 

(b)  r  ==  «,  -f  r"  =  H  +  r',  r"  =  a  -f  r', 

woraus 

Hl  =  «  -  a 
und  wegen  (q)  Nr.  2 
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dM 
dt 


da 
dt 


W    ^1  ^'d^'^  dt  -  de  =^-|"^"J' 

da 

da   :5—  =  0  ist . 
dt 

Aus  (b)  und  (24)  Nr.  3  erlialten  wir 
(d)  Zmx"  =  Mü. 

Deshalb  ist  laut  (38)  Nr.  4  und  (13)  Nr.  2 

(1)  ^^^  =2;p0  =  ii,zp4-«i2;[r"p| 

und  wegen  (d) 

(2)  ß  =  Zmn  =  M^i  +  [mZmr"]  =  3f!3,  +  M[wal 
Hieraus  und  aus  (31)  Nr.  4,  (q)  Nr.  2  und  (a)  ergibt  sich  weiter 

Und  (siehe  weiter  Gl.  (f)) 

U  =  2:  [r  mv]  =  Z  [{%  +  r")  (ml^i  +  ni  [mv'])]  = 

Außerdem  ist 

X  =  2.-"f  =.VZ»,,(D,  +  [n.r"]y 
(5) 

=  ^  +  JfD,  I  mfl]  +  52;,»  [wr"]». 

Aus  (5)  und  (2)  folgt 

(«)     ,/  ( =  dt  +  ^^  d  i  ["•«]+ i  dt  "^•"  t""'  ^  • 


(4) 


(f) 


Berücksichtigen  wir,  daß  in  Folge  von  (a)  allgemein  sein  wird 
ü=  )J  =  l»i  +  [nir"], 


so  erhalten  wir  für  das  letzte  Glied  in  (e),  nach  einigen  leichten 
Umformungen 


(g) 


ij^Zm[mx  V-ic-j^e  +  w'~jfU 


16  6.   Allgemeine  Beziehungen.  / 

wo  w  den  Betrag,  «Tq  den  Einheitsvektor  von  m  und 

(6)  0  =  2:»w[morT 

(7)  M"=^2:m[x"[m,x"]] 

hedeuten.    Es  ist  klar,  daß  wM"  in  H'  (29)  Nr.  3  übergeht,  falls 
n  =  0  ist. 

Anderseits  erhalten  wir  aus  (3) 

Tir  ^^1  r      1       r      1  ^^        ikJT^^^    1  r      i 

r       T  dl8  <^«^  T,^  r        12  2nr  d^a  r     r        n 

="  f"***]  di  ~  ""  dt  -^  ["^o"]   ~  ''  ^  dt   L"  ^"'o**^!- 

Aus  (e),  (g),  (h)  und  (c)  folgt  demnach 

WO 

(9)  6)o=0-^[moaP 
und 

(10)  i(;'  =  r'--af[n[moa]] 

bedeuten.    Setzen  wir  den  Wert  für  x"  aus  (b)  in  (9)  und  (lO) 
ein  und  berücksichtigen  (24)  Nr.  3,  so  bekommen  wir 

(11)  0„  =  £m  Kr']* 

(12)  M;'  =  -Sm[r'[mor']]- 

Bezeichnen    wir   die   Grundvektoren   längs    den   beweglichen 
Koordinatenachsen  durch  l",  i\  h",  so  können  wir  setzen: 

(i)  Wo  =  \"a  +  i"h  4-  h"c, 

woraus  dxx^^  __  dnr,  dl"    ,   .  ^T   ,      ^h" 

T^   ~   dt   "^  ^  dt  "^  '^  dt  ■+■  ^  dt 

oder  infolge  (f),  (o)  Nr.  2 

^^^^^  "dt        dT* 

D.h.  aber:  ändert  die  Rotationsachse  ihre  Richtung  im  Räume, 
so  ändert  sich  auch  ihre  Richtung  relativ  zum  Körper  und  um- 
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gekehrt.  Ist  anderseits  diese  Bichtung  in  bezug  aaf  den  Körp«r 
konstant,  so  ist  sie  es  auch  bezüglich  des  festen  Koordinaten- 
systems. Dieselben  Schlüsse  können  wir  auch  für  den  Betrag 
ir  ziehen,  denn  analog  (13)  läBt  sich  beweisen,  daß 

dw      dm 
(1*)  dT  =  dJ 

ist. 

Parallel  sich  selbst  und  relativ  zmn  Körper  kann  m  beliebig 
verschoben  werden,  ohne  sich  zu  ändern,  immer  vorausgesetzt, 
daß  m  durch  den  Koordinatenanfang  des  beweglichen  Systems 
geht.  Beim  parallelen  Verschieben  von  m 
müssen  wir  uns  dann  eben  dieses  System  ent- 
sprechend verschoben  denken.  Dies  läßt  sich  ^"^ 
folgendermaßen  beweisen. 

Bezeichnen  wir  durch  (  (Fig.  4)  diejenige 
vom   Koordinatenanfang  Oj  des   beweglichen    ^ 
Systems  gezogene  Strecke,  längs  welcher  wir 
dieses  System  zu  verschieben  gedenken,   imd  durch  Uj    die  ab- 
solute Geschwindigkeit  des  Endpunktes  von  r,  so  ist  infolge  (f) 

(k)  9\  =  »,  +  [mc]. 

Führen  wir  diese  Verschiebung  tatsächlich  aus,  indem  wir 
den  Koordinatenanfang  des  beweglichen  Systems  in  den  Endpunkt 
von  r  bringen,  und  bezeichnen  durch  r,'  den  Radiusvektor  von  dieser 
neuen  Lage  des  Koordinatenanfanges  bis  zu  irgend  einem  Massen- 
punkt, so  erhalten  wir  für  die  absolute  Geschwindigkeit  desselben 
statt  (f> 
(1)  u  =  l»;  +  [ro'ril, 

wo  ui'  die  neue  Winkelgeschwindigkeit  bedeutet.    Da  aber 

r  +  r^  =  r 

ist,  so  folgt  aus  (f)  und  (k) 

w  =  Hl  -f  [»(r  +  r'/j]  =  IJi  +  [mr]  +  [inr';j  =  u;  +  [wr'/J. 

Kill  Vergleich  dieses  Ausdruckes  mit  (1)  ergibt 

(15)  10'==  10^ 

Nvas  wir  beweisen  wollten. 

V.  Ignatowsky,  Vektonuialjüis.     11.  2 


18  7.   Trägheitflmoment. 


Wie  man  sich  leicht  aus  (6),  (7),  (9)— (12)  und  (a)  über- 
zeugen kann,  ist 

(16)  e  =  nToW",     0o  =  «»o<. 

und  deshalb  können  wir  statt  (8)  schreiben 

(17)  ^  =  ,.2;,  +  4'Ji,;' 

oder  infolge  von  (e)  und  (6) 

(17a)  ^  =  *i.i;j»  +  M-jf[ma]  +  i^  ^^    ■ 

Setzen  wir 

(18)  r  =  iw^&  =  iw^m^^", 

so  bedeutet,  wie  man  aus  (5)  ersieht,  falls  Hj  =  0  ist,  d.  h.  falls 
sich  ein  Punkt  des  Körpers  in  Ruhe  befindet,  L'  die  gesamte 
kinetische  Energie  des  Körpers. 

Aus  (f)  erhalten  wir  wegen  (6  3),  (lOO)  und  (lOl)  I 

(19)  rotiT  =  2ni 
oder 

(19  a)  Mj  =  ^rotjr, 

da  m  für  den  ganzen  Körper  konstant  ist.  Deshalb  läßt  sich 
(f)  auch  schreiben 

(20)  jj  =  Dj  +iMu,r"J. 

7.  Das  Trägheitsmoment.  Bezeichnen  wir  durch  x  den 
Abstand  eines  Massenpunktes  bis  zur  momentanen,  durch  den 
Koordinatenanfang  des  beweglichen  Systems  gehenden  Rotations- 
achse, so  erhalten  wir  statt  (6) 

(21)  &  =  2:mx\ 


Diese  Größe  ©nennt  man  das  Trägheitsmoment  des  Körpers 
bezüglich  der  betreflfenden  Achse. 

Wir  wollen  jetzt  dieses  Trägheitsmoment  näher  untersuchen. 

Aus  (15)  und  (11)  folgt,  daß  &q  eine,  von  der  Lage  des  be- 
weglichen Koordinatensystems  in  bezug  auf  den  Körper,  unabhängige 
Größe  ist  und  zwar  gleich  dem  Trägheitsmoment  bezüglich  einer 
durch  den  Massenmittelpunkt  des  Körpers  gehenden  Achse.  In- 
folgedessen berechnet  sich  wegen  (9)  das  Trägheitsmoment  S  be- 


I 
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züglich  einer  durch  einen  beliebigen  Punkt  des  Körpers  gehenden 
Achse  aus 

(22)  e  =  8o  +  ^K«]', 

wo  demnach  a  die  Entfernung  des  betreffenden  Punktes  vom 
Massenmittelpunkt  bedeutet. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zum  Vektor  U",  dessen  Zusammenhang 
mit  S  durch  (16)  gegeben  ist. 

Denken  wir  uns,  daß  xOq  eine  andere  Richtung  lu^  erhalten 
hat,  dann  geht  ll"  in  ll"'  über,  wo  nach  (7) 

(a)  U"'=i:m[t"[«.o'r"]] 
ist.  Hieraus  und  aus  (7)  erhalten  wir 

(b)  U"h.^  =  «'"«,,. 

Da  Wq  ein  Einheitsvektor  ist,  so  besagt  (b)  infolge  von  (204)  I, 
daß  ll"  ein  Tensor  ist.  Das  entsprechende  Ellipsoid  nennt  man 
Trägheitsellipsoid. 

Infolge  der  Eigenschaften  eines  Tensors  haben  wir 

(c)  ^(«ToK")  =  66  =  2ll"(ynTo» 

d.  h.  fällt  die  Rotationsachse  mit  einer  der  Hauptachsen  des  Träg- 
heitsellipsoids  zusammen,  so  wird  der  entsprechende  Wert  des 
Trägheitsmomentes  ein  Maximum,  resp.  Minimum. 

Bezeichnen  wir  die  Hauptwerte  von  U"  durch  öj,  ©j,  63  und 
die  Grundvektoren  längs  den  Hauptachsen  durch  i,  f,  k,  so  ist 
wegen  Nr.  421 

(d)  <=iöi;     U^^je^;     W;=ll03, 
woraus 

(23)  ir  =  imo- 101  -f  |Wo- 1^2  +  kn^o-  ft^a; 

die  Gleichung  des  EUipsoids  ist 

Fällt  Wq  sukzessive  mit  den  Hauptachsen  zusammen,  so  folgt 
aus  (23)  und  (16),  daß  das  Trägheitsmoment  gleich  den  ent- 
sprechenden Hauptwerten  sein  wird,  weshalb  wir  für  dieselben 
den  Buchstaben  S  gebrauchten. 

9* 


20  7.   ZentraleUipsoid. 


Im  allgemeinen  ist  K"  nicht  mit  Wq  gleichgerichtet,  wie  dies 
auch  aus  (7)  leicht  zu  ersehen  ist.    Denn  wir  hahen 

(e)  K"  =  r»o  2;m r"«  -  Zm x"  •  m^ x" , 

und  nur  falls  hIq  mit  einer  der  Hauptachsen  zusammenfällt,  wird 
dies  auch  das  zweite  Glied  in  (e)  tun.  Aus  diesem  Grunde  ist 
das  Ellipsoid  (24)  nicht  bequem  zur  Bestimmung  des  Trägheits- 
momentes. 

Man  benutzt  gewöhnlich  ein  anderes  Ellipsoid  und  zwar  ein 
durch  folgende  Gleichung  definiertes 

wo 

(26)  a-~^;     5=     ^  ^ 


'8 


was  gestattet  ist,  da  infolge  von  (21)  stets  Öj,  ©g,  ©^  >  0  sein  wird. 
Die  Hauptachsen  dieses  Ellipsoids  fallen  mit  denjenigen  von  (24) 
zusammen. 

Aus  (16)  und  (23)  folgt 

(f)  0  =  (lt0o)^  ©1  +  (i«To)'  ®2  +  (k«ro)'  ÖS- 

Bekanntlich  bestimmt  sich  ein  Radiusvektor  r  des  Ellipsoids 
(25),  der  mit  der  Richtung  von  iUq  zusammenfällt,  aus  der 
Gleichung 

r''''     0}     ^     b*     ■*■      c« 
Hieraus  und  aus  (26)  und  (f)  folgt 

(27)  J,  =  0. 

Demnach  bestimmt  der  mit  «Tq  gleichgerichtete  Radiusvektor 
des  Ellipsoids  (25)  durch  sein  reziprokes  Quadrat  das  entsprechende 
Trägheitsmoment.  Fällt  der  Mittelpunkt  dieses  Ellipsoids  mit  dem 
Massenmittelpunkt  zusammen,  so  wird  es  als  ZentraleUipsoid 
bezeichnet. 

Aus  (27)  folgt  sofort 

(g)  1  -  -2-  • 


TangentUlebene  sain  Trftgheitsellipsoid. 
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l)urch  Vorgleich  von  (g)  mit  ^18)  sehen  wir,  daß  bei  ruhen- 
dem Mittelpunkt  des  Ellipsoids  (25)  die  kinetische  Energie  L'  für 
alle  möglichen  Richtungen  yon  w  einen  konstanten  Wert  behält,  so- 
bald der  Betrag  von  ro,  d.  h.  w  sich  im  gleichen  Verhältnis  wie  r  ändert. 

Wir  wollen  jetzt  noch  eine  sehr  wichtige  Eigenschaft  des 
Ellipsoids  (25)  ableiten. 

Es  bedeute  Tq  einen  Einheitsvektor,  der  mit  der  Richtung  von 
U"  zusammenfällt  und  u  den  Betrag  von  U". 

Dann  folgt  aus  (23)  nach  Multiplikation  mit  i,  |,  k 


(h) 


ifo  = 


usw. 


Wir  legen  an  das  Ellipsoid  eine  Tangentialebene  senkrecht  zu 
U",  resp.  fß.  Dann  bestimmt  sich  die  Normale  JV  auf  diese  Ebene, 
vom  Mittelpunkt  des  Ellipsoids  aus  gerechnet,  bekanntlich  aus 
der  Gleichung  (siehe  Nr.  451) 

(i)  iV^«  =  (Ifo)» c?  -f  (fro)^  6^  -f  (kfo)*  c\ 

Mit  Rücksicht  auf  (h),  (f)  und  (27)  folgt  hieraus 


(k) 


iV^= 


TU 


Da  die  Richtung  der  Normale  mit  U"  und  diejenige  des  Radius- 
vektors mit  «Iq  zusammenfällt,  so  entspricht  einer  Normale  ein 
ganz  bestimmter  Radiusvektor.  Wir  wollen  jetzt  die  Projektion 
dieses  Radiusvektors  auf  die  Normale  berechnen. 

Es  ist 


(28) 


r  cos  (iVr)  = 


Txa.W 


woraus  wegen  (16)  und  (f)  folgt 

r  cos  (^r)  =  — 
und  aus  (27)  und  (k) 
(1)  rcos(iVr) 


a; 


Dies  erlaubt  uns  den  wichtigen  Schluß 
zu  ziehen,  daß  die  zu  U"  senkrechte  Ebene 
das   Ellipsoid   (25)    im   Endpunkt    des- 
jenigen Radiusvektors  berührt,  welcher  mit  dem  entsprechenden 
zusammenfällt  (Fig.  5). 


22  8»   Gleichgewichtabedingungen. 


8.    Gleicligewichtsbedingungen  eines   starren  Körpers. 

Ein  starrer  Körper  befindet  sich  unter  dem  Einfluß  von  äußeren 
Kräften  andauernd  in  Ruhe.  Welchen  Bedingungen  müssen  in 
diesem  Fall  die  äußeren  Kräfte  genügen? 

Der  Körper  erfahre  eine  kleine  mögliche  (virtuelle)  Ver- 
schiebung. Bezeichnen  wir  mit  ^r  die  entsprechende  Verschiebung 
eines  Massenpunktes,  so  wird  die  Arbeit,  welche  in  diesem  Fall 
von  den  äußeren  Kräften  geleistet  wird,  Ä  =  IJ^öv  sein. 

Da  aber  die  Arbeit  der  inneren  Kräfte  eines  starren  Körpers 
gleich  Null  ist,  so  folgt  aus  der  Energiegleichung  (35)  Nr.  4,  daß 
Ä  gleich  ist  der  Vermehrung  der  kinetischen  Energie  des  Körpers. 
Denn  diese  war  ja  anfangs  Null,  da  der  Körper  ruhte,  und 
negativ  kann  sie  nicht  werden.  Eine  Vermehrung  der  kinetischen 
Energie  bedeutet  aber,  in  unserem  Fall,  einen  Übergang  von  der 
Ruhe  zur  Bewegung.  Da  wir  aber  eine  solche  ausschließen, 
so  muß  für  alle  möglichen  virtuellen  Verschiebungen  gelten 

(29)  2^0x^0. 

Dieser  Ausdruck  Avird  das  Prinzip  der  virtuellen  Ver- 
schiebungen genannt. 

Für  dv  können  wii^r  im  Anschluß  an  (13)  Nr.  2  oder  (f) 
Nr.  6,  da  relative  Verschiebungen  nicht  vorkommen,  schreiben 

(a)  öv^S^,i-[6^v"l 

wo  6^  einen  Vektor  bedeutet,  dessen  Richtung  mit  tXfQ  zusammen- 
fällt, und  dessen  Betrag  einen  sehr  kleinen  Winkel  darstellt,  ö}  ist 
ebenso  wie  tSQ  konstant  für  den  ganzen  Körper. 
Infolge  von  (a)  erhalten  wir  statt  (29) 

(b)  d^i2J^  +  öiU[t"^]==0. 

Da  aber  ^Hj  und  ö}  beliebig  und  unabhängig  voneinander  sind, 
so  folgt  aus  (b) 

(30)  2;p  =  0;     2;[r"^]  =  0. 

Diesen  Bedingungen  müssen  die  äußeren  Kräfte,  im  Falle  des 
Gleichgewichtes  eines  starren  Körpers,  genügen. 

Analog  mit  (19)  und  (20)  können  wir  auch  schreiben 

(31)  J|  =  irotdr 
und 

(32)  dr-=^lli+  Urotdr,  r"J. 
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9.  Bewegung  eines  starren  Körpers  bei  Abwesenheit 
von  äuiäeren  Kräften.  In  diesem  Fall  sind  alle  |)  =  0.  Legen 
wir  den  Koordinat^uanfang  des  beweglichen  Systems  in  den 
Massenmittelpunkt,  so  wird  sein  wegen  (c)  Nr.  6  und  (3),  da 
0  =  0  ist, 

oder 

(b)  D  =  konst. 

und  wegen  (9)  und  (l7a) 

oder  infolge  von  (18) 

(d)  -^0  ^  i  *^*  ®o  =  konst. 

Aus  (b)  ersehen  wir,  daß  der  Massenmittelpunkt  des  Körpers 
sich  mit  einer  nach  Richtung  und  Betrag  konstanter  Geschwin- 
digkeit bewegen  wird. 

Da  der  Koordinatenanfang  des  beweglichen  Systems  mit  dem 
Massenmittelpunkt  zusammenfällt,  so  geht  das  Trägheitsellipsoid 
(25)  in  das  Zentralellipsoid  über.  Aus  (d)  ergibt  sich  infolge  (g) 
Nr.  7  und  den  nachfolgenden  Erörterungen,  daß  bei  konstantem 
Verhältnis  wir  die  Energie  L'  konstant  bleibt.  Dieses  Ver- 
hältnis ist: 


(e)  : = V^, 

wo  r  denjenigen  Radiusvektor  des  Zentralellipsoids  bedeutet,  der 
mit  der  augenblicklichen  Richtung  von  Wq  zusammenfällt. 

Aus  (4)  erhalten  wir  W  =  if  [HD]  +  2?[r'm[mr']]  und  des- 
halb nach  (7) 

(f)  K  =  ilf[HD]-hw;li;'. 

Wegen  (32)  und  (34)  Nr.  4  folgt  hieraus 

(g)  W  =  konst.,     wM'^  =  konst. 
(16)  und  (d)  liefern 

(h)  w^WqU'I  =  iüM"m  =  konst. 

Da  ivU'l  und  das  skalare  Produkt  wli'^m  konstant  sind,  so  folgt 
hieraus,  daß  die  Projektion  von  m  auf  die  Richtung  von  U'/  auch 
konstant  sein  muß,  d.  h. 


24  9.  Herpolodie.    Polodie. 

w  cos  (yifolii)  =  konst. 
oder  wegen  (1)  Nr.  7  und  (e) 
(i)  iV  =  r  cos  (moKj)  =  konst. 

Wir  legen  jetzt  an  das  Zentralellipsoid,  welches  wir  uns  fest 
mit  dem  Körper  verbunden  denken  müssen,  eine  Tangentialebene 
E^  senkrecht  zu  U'^. 

Da  wir  aus  Nr.  7  wissen,  daß  diese  Ebene  das  Zentralellipsoid 
am  Endpunkt  von  r  berührt,  so  lehrt  (i),  daß  der  Abstand  N  des 
Mittelpunktes  dieses  Ellipsoids  von  der  Ebene  E  konstant  bleiben 
wird.  Die  Ebene  E^  die  Normale  N  und  der  Mittelpunkt  des 
Ellipsoids  bewegen  sich  demnach  mit  einer  gemeinsamen  konstanten 
Geschwindigkeit  |),  ohne  sich  relativ  gegeneinander  zu  verrücken. 
Das  Ellipsoid  aber,  resp.  der  Körper,  kann  sich  relativ  zur  Ebene 
E  bewegen,  indem  es  sich  um  den  Mittelpunkt  dreht,  muß  dabei 
aber  ständig,  infolge  (i),  diese  Ebene  berühren.  Wir  wollen  diese 
Bewegung  näher  untersuchen. 

Wir  denken  uns  für  einen  Augenblick  zusammen  mit  dem 
Körper  bewegt  und  lassen  die  Achsen  des  beweglichen  Koordinaten- 
systems mit  den  Hauptachsen  des  Zentralellipsoids  zusammen- 
fallen. 

Dann  ist  wegen  (13)  und  (14) 

/,  N  dw  dw 

^^^  ~dJ~'dt' 

Ist  demnach   ^,-  nicht  Null,   so  ändert  sich  auch  r  infolge  (e), 

d.  h.  der  Berührungspunkt  der  Ebene  E  mit  dem  Zenti*alellipsoid 
ändert  seine  Lage  relativ  zum  Ellipsoid. 

Es  wird  also,  mit  anderen  Worten,  das  Ellipsoid  auf  der 
Ebene  E  rollen,  wobei  der  Mittelpunkt  relativ  zur  Ebene  fest 
ist.  Hierbei  beschreibt  der  Berührungspunkt  auf  der  Ebene  E 
eine  Kurve,  die  Herpolodie,  und  auf  dem  Ellipsoid  eine  Kurve, 
die  als  die  Polodie  bezeichnet  wird. 

Aus  (h)  und  (g)  erhalten  wir 

oder 


.,,„      dw    ,      o,,,//  dw^       ^ 
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oder  endlich 

wegen  (d)  und 

(Je) 

(1) 

.2x"y:-+- 

% 

dnio 

dt 

=-0. 

Nehmen 

wir  jetzt  an,  es 

sei 

(m) 

SO  liefert  (1) 

dw 

dt 

dw 

^  dt 

=  < 

0 

(n) 

K 

dt 

=  0. 

Da  aber  li'/  ein  Tensor  ist,  so  folgt  aus  (n),  wegen  Nr.  40 1, 
daß  in  diesem  Fall  die  Richtung  der  Rotationsachse  Wq  mit  li'/  und 
mit  einer  der  Achsen  des  Tensorellipsoids,  resp.  des  Zentralellipsoids 
zusammenfällt. 

Deshalb  wird  Wq  auch  eine  feste  Richtung  im  Räume  haben. 
Die  Herpolodie  und  Polodie  schrumpfen  zu  einem  Punkt  und  zwar 
zum  Fußpunkt  der  Normale  Nj  zusammen.  Da  umgekehrt  (m) 
aus  (n)  und  (1)  hervorgeht,  so  sehen  wir,  daß  falls  Wq  mit  einer 
der  Achsen  des  Zentralellipsoids  zusammenfällt,  der  Körper  um 
eine  im  Räume  feste  Achse  mit  konstanter  Winkelgeschwindigkeit 
rotieren  wird. 

Man  bezeichnet  deshalb  die  Achsen  des  Zentralellipsoids  als 
freie  Achsen. 

10.  Botation  eines  starren  Körpers  um  eine  im  Räume 
feste  Achse  unter  Einwirkung  von  äußeren  Kräften.  Wir 
haben  gesehen,  daß  eine  freie  Achse  des  Körpers  beim  Zusammen- 
fallen mit  der  Rotationsachse  ihre  Richtung  im  Räume  beibehält. 
Ist  dies  nicht  der  Fall,  so  ändei-t  die  Rotationsachse  ihre  Lage  im 
Körper  und  im  Raum.  Zwingen  wir  aber  den  Körper,  sich  um 
eine  im  Räume  feste,  zu  dem  Körper  selbst  aber  beliebig  orientierte 
Achse  zu  drehen,  so  müssen  wir  im  allgemeinen  auf  den  Körper 
gewisse  Kräfte  Pj  einwirken  lassen.  Wir  nehmen  an,  der  Körper 
rotiere  mit  Hilfe  von  Zapfen  in  festen  Lagern.  Dann  sind  p^ 
die  Kräfte,  welche  von  den  Lagern  auf  den  Körper  ausgeübt  werden. 

Wir  wollen  diesen  Fall  näher  untersuchen  und  außerdem  voraus- 
setzen, daß  auf  den  Körper  noch  beliebige  Kräfte  Pg  wirken.  Der 
Einfachheit  halber  nehmen  wir  an,  daß  sich  der  Körper  längs  der 
Achse  nicht  verschieben  kann. 
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Wir  lassen  den  Anfang  des  beweglichen  und  festen  Koordi- 
natensystems zusammenfallen  und  legen  diesen  gemeinsamen 
Koordinatenanfang  in  die  feste  Achse.    Dann  ist 

(a)  1^1-0,     «1  =  0. 
Aus  (2)  folgt 

(b)  ß-=M  [ttrtt] , 
aus  (5) 

/  N  T       i    2  r^      w  mW      mwW 

(c)  7,  =  ^e(;2  0  = _ ^_____ 

und  aus  (4)  und  (7)  und  (a) 

(d)  W  =  ivU". 
Es  ist  aber 

wM''  =  Zm  [t"  [mx"]]  =  Zmm  •  r"^  -  Zmt"  •  mx" 
und  infolge  (q)  Nr.  2  und  (a)  Nr.  6 

oder  wegen  (14)  und  (7) 

/x  dwW       d^       d«;r'  2r     „1-1 

(e)  -^^  =  -^  =    -^--  +  w'  KU  ], 

da  doch  die  Beziehung  gilt 

6.W       dw 

dT~"  ¥r' 

Weil  aber  die  Rotationsachse  fest,  d.  h. 

(f\  ^0  =  ^^  —  n 

^  ^  <it"        d*  ~"  ^ 


ist,  so  ergibt  sich  hieraus  nach  (7) 

m 

d* 


(g)  ^T   =0. 


Hieraus  und  aus  (e)  und  (32)  Nr.  4  erhalten  wir 
(h)  r  ^"^  +  «,»  [H,„r]  =  r  [rp,]  +  ^|rp,] 

und  nach  skalarer  Multiplikation  von  (h)  mit  m  =  w^Wq,  wegen  (l), 


(i) 
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dL  ,  ,,       <l  IC  dw 

=  t0  2.^[rPiH-m2;[r|l,], 


woraus 

(k)  ©^  =  ni,2;[t».]  +  n.,i:[rp,l. 

Anderseits  ist  wegen  (c) 

f\\  ^  _  ±  ^^K  -  1  d«^<g^" 

^^'^  dt  ~'^      dt       ~'^       dt      ' 

was,  wie  leicht  zu  beweisen,  mit  (i)  identisch  ist. 
Aus  (b),  (f)  und  (3)  erhalten  wir  weiter 

(m)      ^  =  M  [n.,«]  ^  +  M[m [mt,]]  -  i:^,  +  Sf,. 

Wir  fuhren  jetzt  die  Bezeichnungen 
(n)  S  =  -  2;p, 

(p)  ^1  =  -  -SCrD,] 

ein.  Es  bedeuten  dann  fl  und  4JI  nichts  anderes,  als  die  gesamte 
Kraft,  resp.  das  gesamte  Moment  der  Kräfte,  welche  vom  Körper 
auf  die  Lager  wirken. 

Sind  die  äußeren  Kräfte  |)j  gegeben,  was  wir  annehmen  wollen, 
so  berechnen  sich  Ä  und  ^  aus  (m)  und  (h)  wie  folgt 

(q)  &  =  £V,-M  Ktt]  ~-M  [n.[wa]l, 

(r)  ^l  =  2;[rp,]-r||-«<;'Ku"l. 

Wir  können  annehmen,  daß  die  Kräfte  fJ^  ihren  Angriffspunkt 
auf  der  Rotationsachse  selbst  haben.  Dann  fällt  die  Richtung 
von  r  im  ersten  Glied  der  rechten  Seite  von  (k)  mit  Wq  zusammen 
und  dieses  Glied  verschwindet  deshalb.  Statt  (k)  schreiben  wir 
demnach 

(s)  ö|f  =  m,2;[rj)j. 

Wir  wollen  die  Gleichungen  (q),  (r)  und  (s)  för  folgenden 
Spezialfall  untersuchen.    Es  soll  sein 


k 
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(t)  £V,  =  0 

und 

(u)  2^  [rPj]  gleichgerichtet  mit  Wq. 

Diese  letztere  Bedingung  sagt  aus,  daß  die  äußeren  Kräfte  Hg 
den  Körper  zu  drehen  bestrebt  sind  um  die  Rotationsachse  im  Sinne 
des  Uhrzeigers,  falls  man  längs  Wq  blickt,  und  daß  sie  kein  Moment 
auf  die  Lager  ausüben.  Die  Bedingung  (t)  ergibt,  daß  die  Kräfte  p^ 
sich  im  Gleichgewicht  befinden  und  demnach  kein  Bestreben  vor- 
handen sein  wird,  den  Körper  parallel  sich  selbst  nach  irgend 
welcher  Richtung  zu  verschieben. 

Infolge  von  (u)  und  (s)  können  wir  schreiben 

"^0®  df  =  *"<> •  n»oW"  df  ==  ^l^^il 
Hieraus  und  aus  (r)  folgt  dann 

Itt  =  K  •  moM"  -  M")  If  -  «;»  [«.„U"]  = 

=  K[u».ll"]]|f-«;»Kll"J 
und  aus  (t)  und  (q) 
(w)  Ä  ==  —  ilf  [mQü]  -^  —  M  [ni[uia]]. 

Aus  (g)  ersehen  wir,  daß  der  Vektor  ll"  zusammen  mit  dem 
Körper  rotiert.  Daraus  ergibt  sich  wegen  (v),  daß  auch  das  Moment  4JI 
mit  dem  Körper  rotiert,  was  ein  Rütteln  der  Lager  hervorruft. 
Zugleich  aber  rotiert  auch  a  und  infolgedessen  auch  fi  mit  dem 
Körper,  wodurch  ein  mit  der  Richtung  veränderlicher  Druck 
auf  die  Lager  entsteht. 

Wie  man  sich  von  Ä  und  ^  befreien  kann,  ersehen  wir  so- 
fort aus  (w)  und  (v).  Wir  müssen,  um  Ä  zum  Verschwinden 
zu  bringen,  den  Massenmittelpunkt  in  die  Rotationsachse 
bringen.  Da  er  dann  gleichgerichtet  mit  tHo  ist,  so  wird  fi  =  0. 
Wir  wollen  dies  voraussetzen  und  zur  Vereinfachung  der  Rech- 
nung außerdem  annehmen,  daß  der  Koordinatenanfang  unseres 
Achsensystems  mit  dem  Massenmittelpunkt  zusammen  fällt.  Es 
geht  dann  %"  in  ICj'  über,  und  wir  erhalten  statt  (v) 

(x)  4»  =  K[««>o*i;']]  If  -  «'K«;']- 
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Um  endlich  auch  ^l  zum  Verschwinden  zu  bringen,  brauchen 
wir  nur  Wq  in  (i)  gleichgerichtet  mit  U'/  zu  machen.  Dazu  müssen 
wir  nach  Nr.  9  die  Rotationsachse  mit  einer  der  freien  Achsen 
des  Körpers  zusammenfallen  lassen.  Nehmen  wir  auch  dies  als 
erfüllt  an,  so  werden  die  Lager  keine  Wirkung  mehr  vom  Körper 
aus  erfahren,  und  der  Körper  selbst  kann  als  ein  freier  angesehen 
werden ,  auf  den  äußere  Kräfte  wirken,  die  den  Bedingungen  (t) 
und  (u)  genügen. 

Kapitel  III. 

Elastische  Körper. 

11.  Allgemeine  Beziehungen.  Wir  haben  bis  jetzt  nur  starre 
Körper  betrachtet,  d.  h.  solche  bei  welchen,  der  Definition  nach, 
keine  relativen  Verschiebungen  der  einzelnen  Teile  gegeneinander 
vorkommen.  In  Wirklichkeit  wird  aber  unter  dem  Einfluß  von 
äußeren  Kräften  stets  eine  gewisse  Relativverschiebung  entstehen, 
die  ihrerseits  elastische  Kräfte  hervorruft,  welche  den  äußeren 
Kräften  entgegenwirken. 

Wir  denken  uns  einen  Körper  unter  dem  Einfluß  von  äußeren 
Kräften  befindlich.  Dann  erleidet  er  gewisse  Deformationen. 
Wir  wollen  voraussetzen,  daß  hierbei  kein  Zerreißen  des  Körpers 
eintritt  und  dieser  ständig  ein  Kontinuum  bildet. 

Wir  zerschneiden  jetzt  den  Körper  durch  eine  Fläche  in  zwei 
Teile  und  entfernen  den  einen  Teil.  Stelleu  wir  die  Forderung, 
daß  hierbei  der  Zustand  des  anderen  Teiles  nicht  geändert  werden 
soll,  so  müssen  wir  an  diesem  Teil,  längs  der  Schnittfläche,  ge- 
wisse Oberflächenkräfte  wirken  lassen,  die  genau  denjenigen  ent- 
sprechen, welche  vom  ersten  Teil  aus  wirkten,  als  der  Körper  noch 
nicht  zerteilt  war.  Hieraus  schließen  wir,  daß  falls  wir  uns  in 
einem  deformierten  Körper  ein  Flächenelement  df  mit  der  Nor- 
male n  denken,  auf  beide  Seiten  desselben  gewisse  Oberflächen- 
kräfte wirken  werden.  Nehmen  wir  jetzt  das  Reaktionsprinzip 
als  erfüllt  an,  so  müssen  die  auf  beiden  Seiten  von  df  wirkenden 
Kräfte  gleich  und  entgegengesetzt  sein. 

Wir  bezeichnen  mit  ^df  diejenige  Kraft,  mit  welcher  der  auf 
der  positiven  Seite  von  df  gelegene  Teil  des  Körpers  auf  df 
drückt.  Es  ist  demnach  p  die  auf  die  Flächeneinheit  wirkende 
Kraft;  sie  fällt  im  allgemeinen  nicht  mit  ti  zusammen.  Aus  der 
Definition  von  |)  folgt,  daß  falls  |)n  negativ  ist,  wir  einen  Druck 
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haben  und  im  entgegengesetzten  Fall  einen  Zug.  Darauf  achte 
man  stets  im  folgenden.  Die  Kraft  |>  wird  gewöhnlich  als  Span- 
nung bezeichnet. 

Aus  dem  zu  betrachtenden  Körper  denken  wir  ein  Volumen- 
element dv  ausgeschnitten.  Dieses  Volumenelement  wollen  wir 
als  einen  Massenpunkt  ansehen  und  auf  ihn  die  Gleichungen  des 
vorigen  Kapitels  anwenden. 

Bezeichnen  wir  durch  v  die  Geschwindigkeit,  durch  q  die 
Dichte  dieses  Volumenelementes,  durch  Q(6dv  die  darauf  wirkende 
äußere  Kraft,  welche  wir,  wie  z.  B.  die  Schwerekraft,  proportional 
der  Dichte  voraussetzen,  so  erhalten  wir  aus  (l)  Nr.  1 

(a)  Q  -^'dv  =  Q^dv  -\-  d%, 

wo  d^  diejenige  Kraft  darstellt,  welche  von  dem  das  Element  dv 
umringenden  Teil  des  Körpers  herrührt.  Deshalb  ist  ®  als  eine 
Femkraft  anzusehen. 

Bedeutet  F^  die  Oberfläche  von  dv^  &o  ist,  nach  dem  Vorher- 
gehenden 

(b)  d%=fl^df 

Fl 

und  deshalb 


^df. 


(c)  Qj^dv  =  Q(&dv-\-l 

Da  ^-^  und  q(^  endlich,  dv  aber  klein  von  dritter  Ordnung 

ist,  so  folgt  aus  (c),  daß  das  Integral  (b)  mindestens  von  derselben 
Ordnung  sein  muß.  Teilen  wir  deshalb  (c)  durch  dv^  gehen  zur 
Grenze  dv  '=  0  über  und  führen  die  Bezeichnung 

(1)  fl  =  |J  =  5__ 

ein,  so  erhalten  wir  statt  (c) 

(2)  9  ^  =  9«  +  fi 

WO  also  Ä  die  innere  auf  die  Volumeneinheit  wirkende  Kraft 
bedeutet,  hervorgerufen  durch  die  elastischen  Eigenschaften  des 
Körpers. 
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Multiplizier.  11  wir  (2)  mit  dv  und  integrieren  über  ein  end- 
liches Volumen  F,  mit  der  Oberfläche  i^,  so  vernichten  sich  gegen- 
seitig alle  inneren  Volumenkräfte fl  nach(c)  und  dem  Reaktions- 
prinzip, und  es  bleiben  nur  die  äußeren  auf  die  Oberfläche  F 
wirkenden  Kräfte  |)  übrig.    D.  h.  wir  erhalten 

(3)  1  Q^^dv  =^Jqi6dv  +fvdf. 

V  VF 

Da  hier  rechts  nur  äußere  Kräfte  vorkommen,  so  stimmt  (3) 
vollständig  mit  (3l)  Nr.  4  überein  und  auch  mit  dem  Reaktions- 
prinzip (30)  Nr.  4. 

Wir  wollen  jetzt  der  Kraft  Ä  eine  andere  Form  geben.  Zu 
dem  Zweck  nehmen  wir  als  dv  einen  kleinen  Quader,  dessen  Kanten 
parallel  den  Achsen  eines  rechtwinkligen  Koordinatensystems  sind. 
Bezeichnen  wir  durch  p^,  p^,  fl^  die  Flächenkraft  auf  eine  zur 
X-,  F-,  Z-Achse  senkrechte  Flächeneinheit,  und  nehmen  als  positive 
Normale  zur  Oberfläche  von  dv,  wie  gewöhnlich,  die  äußere  an, 
so  erhalten  >vir 

W  ^      dx  ^  dy  ^  dz 

Denn  die  Kraft,  welche  auf  das  Element  dydz  wirkt,  ist,  da 
die  Normale  entgegengesetzt  i  gerichtet  ist,  gleich  — ^^dydz,  und 
die  auf  das  gegenüber  liegende  Element  wirkende  Kraft  ist 

-j-  l^^dydß  -f  -^  dydzdx. 

Die    Summe   beider    Kräfte    ergibt    -\-    —^dxdydz.     Ähnliche 

Werte  erhalten  wir  für  die  anderen  zwei  Paare  von  Flächen- 
elementen, woraus  sich  nach  Summierung  und  Teilung  mit  dem 
Volumenelement  dv  =  dxdydz,   der  Ausdruck  (4)  ergibt. 

12.  Die  Spannungen.  Wir  wollen  jetzt  die  Spannungen 
P,  p^  usw.  näher  untersuchen.  Zu  dem  Zweck  setzen  wir  (4)  in 
(2)  ein,  multiplizieren  mit  dv  und  integrieren  wieder  über  das 
Volumen  V  mit  der  Oberfläche  F.  Wir  erhalten  dann  (3),  wo 
sich  die  Spannung  p  darstellt  in  der  Form 


32  12.    Spannringen. 


Denn  es  ist  z.  B.  nach  (59)  I 

und  demzufolge  ergibt  uns  (57)  I,  da  l  konstant  ist, 

(a)  /(iV)|I,rft.=/in.l3,d/'. 

V  F 

USW., woraus  (5)  folgt.  Hier  bedeutet  n  die  zu  i^äußere  Normale. 
Wir  ziehen  jetzt  von  einem  Punkt  M  im  Raum  einen  Radius- 
vektor r  bis  zu  einem  bestimmten  Volumenelement  des  Körpers. 
Multiplizieren  wir  (2)  vektoriell  mit  xdv  und  integrieren  über  das 
Volumen  F,  so  erhalten  wir,  unter  Berücksichtigung  von  (4),  (5) 
und  (a) 

(*•)  /9KTr]<if=/e[«rl(J«'+J[»)r]rf/-- 

V  V  F 

V 

Dies  ergibt  sich  daraus,  daß  z.  B. 

[t-']-^1-"-[-.a-'?ja-».'i 

ist.  Wir  brauchen  deshalb  nur  in  (a)  |)^  durch  [|)^r]  zu  ersetzen, 
um  (b)  zu  beweisen. 

Aus  (b)  und  (3)  ist  sofort  ersichtlich,  daß  die  Lage  des  Mo- 
mentenpunktes M  keine  Rolle  spielt.  Denn  nehmen  wir  einen 
anderen  Momentenpunkt  M^  an,  der  um  r2  von  M  entfernt  ist, 
so  wird 

r  =  ri  -}-  r2 

sein,  wo  r^  den  Radiusvektor  von  M^  bis  zum  entsprechenden 
Volumenelement  dv  bedeutet.    Setzen  wir  diesen  Wert  für  r  in 

(b)  ein,  so  können  wir  r2  als  Konstante  aus  dem  Integralzeichen 
herausheben.  Es  verschwinden  dann  aber  laut  (3)  diese  Teile  der 
Integrale.  D.  h.  wir  können  r  in  (b)  durch  tj  ersetzen  oder  mit 
anderen  Worten  einen  beliebig  gelegenen  Momentenpunkt  an- 
nehmen. Hierdurch  ist  unsere  Behauptung  bewiesen.  Einfacher 
folgt  dies  auch  direkt  aus  (b),  denn  das  letzte  Integral  ist  unab- 
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hängig  von  r,  demzufolge  müssen  dies  auch  die  anderen  drei  Inte- 
grale sein. 

Nehmen  ^vir  fQr  die  inneren  elastischen  Kräfte  auch  die  zweite 
Bedingung  des  Reaktionsprinzips  (30)  Nr.  4  als  gültig  an,  daß 
nämlich  die  Summe  der  Momente  der  inneren  Kräfte  verschwindet, 
so  muß  für  die  äußeren  Kräfte  die  Gleichung  (32)  Nr.  4  bestehen, 
d.  h.  aber  es  muß  sein 

^^)  A[tI  ^y"  -  A[«Orf''  +f[Vr]  df. 

V  V  F 

Hieraus  und  aus  (b)  erhalten  wir,  da  Y  beliebig  ist 

(7)  [fxO  +  W\  +  [»."J  =  0. 

Dies,  zusammen  mit  (5),  ergibt  auf  Grund  von  Nr.  40 1,  daß 
|I  ein  Tensor  ist,  wobei  der  Einheitsvektor  x^  durch  n  ersetzt  ist. 

Das  entsprechende  EUipsoid  nennt  man  Spannungsellipsoid. 

Bezeichnen  wir  die  Hauptwerte  von  p  durch  o^^  er, ,  <Fj  und  p 
durch 

(c)  p==iP,  +  iP8  +  fePs, 

wo  die  Grundvektoren  mit  den  Hauptachsen  zusammenfallend  ge- 
dacht sind,  so  ist  das  Spannungsellipsoid  gegeben  durch  die 
Gleichung 

Aus  (214)  I  ergibt  sich  femer 

(9)  P  =  (Jii  •  in -f  0,i  •  in  +  <>2h  •  kn. 

Fällt  n  mit  einer  der  Hauptachsen  zusammen,  so  ist  |)  normal 
zu  df^  während  für  andere  Richtungen  von  n  die  Spannimg  p  im 
allgemeinen  schief  zu  df  gerichtet  sein  wird. 

Bedeutet  H  die  zu  df  normale  und  t  die  tangentiale  Spannung, 
so  haben  wir 

(10)  ll=»npn 
und 

(11)  «  -  |l  -  n  •  pn  =  [n  [pn]]. 

Aus  der  Eigenschaft  von  |),  ein  Tensor  zu  sein,  ergibt  sich,  daß 

(d)  l>n-|»'ii. 
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Ist  z.  ß.  n'  entgegengesetzt  n  gerichtet,  so  folgt  hieraus,  daß 
J)'  gleich  und  entgegengesetzt  |)  ist,  d.  h.  aber  daß  die  auf  die 
beiden  Seiten  von  df  wirkenden  Spannungen  gleich  und  entgegen- 
gesetzt sind,  was  mit  dem  im  Anfang  von  Nr.  11  gesagten  über- 
einstimmt. 

13.  Die  Energiegleichung  für  elastische  Körper.  Es  be- 
zeichne dtk  =  ladt  die  unendlich  kleine  Verrückung  des  Volumen- 
elements während  der  Zeit  dt.  Multiplizieren  wir  (2)  mit  dudv 
und  integrieren  über  das  Volumen  F,  so  erhalten  wir  wegen  (4) 

(a)  fdV'dL^fQ(Bd(idv-\-f^da'df  —  fÄdv^ 

V  V  F  F 

wo  „, 

die  kinetische  Energie  der  Volumen einheit  bedeutet,  also  dL  ihre 
Änderung  innerhalb  der  Zeit  dt,  und  wo 

Es  ist  demnach  —Ä  die  Arbeit,  die  durch  die  inneren  elasti- 
schen Kräfte  pro  Volumeneinheit  bei  der  Verrückung  geleistet 
wird. 

Die  Richtigkeit  von  (a)  geht  daraus  hervor,  daß  z.  B. 

■ä^^"=    a^"~*'*TF 
ist,  und  wegen  (92)  I 

J      dx 

V  V  F 

Auf  Grund  thermodjnamischer  Überlegungen  nimmt  man  an, 
daß  sich  die  Arbeit  der  elastischen  Kräfte  durch  das  Differential 
einer  Funktion  —  Y  darstellen  läßt.    Es  ist  deshalb 

(c)  A^dV, 

Die  Funktion  F bezeichnet  man  als  das  elastische  Potential 
pro  Volumeneinheit. 

Statt  (a)  können  wir  demnach  schreiben 

(12)  fd{L  +  V)dv  '='fQ(Sdüdv  -{-f^dndf. 

V  VF 


dv^i  I  V{^^dtt)dv=  jin'^^dadf. 
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Die  Gleichung  (a)  entspricht  der  Gleichung  (a)  Nr.  4  und  die 
Gleichung  (12),  welche  die  Energiegleichung  der  elastischen  Körper 
bildet,  der  Gleichung  (35)  Nr.  4. 

Vernachlässigen  wir  die  Arbeit  der  äußeren  Kräfte  (5  und  be- 
zeichnen durch  r  die  Geschwindigkeit  auf  der  Oberfläche  F^  setzen 

also  auf  F 

da 

so  ergibt  (12) 

(13)  ^fiL  +  V)dv=fvt-df. 

Dieser  Ausdruck  läßt  folgende  Deutungen  zu:  Es  bedeutet 
die  linke  Seite  die  Vermehrung  der  gesaniraten  Energie  während 
der  Zeiteinheit.  Infolgedessen  können  wir  p  r  als  die  Geschwindig- 
keit auffassen,  mit  welcher  die  Energie  in  das  Volumen  V  durch 
die  Oberfläche  F  senkrecht  zu  dieser  einströmt. . 

14.  Die  Verrückiingen  und  Dilatationen  innerhalb  eines 
elastischen  Körpers.  Bei  der  Bewegung  eines  nicht  starren 
Körpers  unter  der  Wirkung  von  äußeren  Kräften  werden  die  ein- 
zelnen Teile  desselben,  wie  wir  schon  anfangs  Nr.  11  bemerkt 
haben,  Relativverschiebungen  erfahren,  d.  h.  der  Körper  wird  sich 
deformieren.  Die  Verrückungen  der  einzelnen  Teile  des  Körpers 
aus  ihrer  Anfangslage  werden  demnach  verschieden  sein  von  den- 
jenigen, die  stattgefunden  haben  würden,  falls  der  Körper  ein 
starrer  wäre.   Wir  wollen  diese  Verrückungen  näher  untersuchen. 

Zu  dem  Zweck  denken  wir  uns  den  Körper  in  zwei  Lagen. 
Beim  Übergang  von  der  ersten  in  die  zweite  Lage  soll  der  Körper 
auch  deformiert  werden.  Wir  verbinden  jeden  Punkt  des  Körpers 
in  der  ersten  Lage,  mit  demselben  Punkt  des  Körpers  in  der 
zweiten  Lage.  Diese  Verbindungslinie  fassen  wir  als  Vektor  a  auf 
mit  der  positiven  Richtung  von  der  ersten  zur  zweiten  Lage  des 
Körpers.  Ordnen  wir  jedem  Punkt  des  Körpers,  in  der  ersten  Lage, 
den  entsprechenden  Vektor  a  zu,  so  bildet  der  Körper  ein  Feld 
des  Vektors  a.  Anderseits  können  wir  auch  jedem  Punkt  des 
Körpers,  in  der  zweiten  Lage,  den  Vektor  a  zuordnen  und  in 
dieser  Lage  den  Körper  als  Feld  des  Vektors  a  betrachten.  Prin- 
zipiell liegt  hier  kein  Unterschied  vor.  Wir  wollen  aber,  wie 
üblich,  uns  an  die  erste  Vorstellung  halten,  also  die  erste  Lage 
des  Körpers  als  Feld  des  Vektors  a  auffassen. 

8* 
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Da  wir  in  Nr.  11  angenommen  haben,  daß  der  Körper  bei  der 
Deformation  ständig  ein  Kontinuum  bilden  soll,  so  muß  a  stetig 
und  endlich  sein.  Greifen  wir  deshalb  einen  Punkt  P  des  Körpers 
heraus,  so  können  wir  a  um  den  Punkt  P  herum  innerhalb  kleiner 
Entfernungen  r  mit  Hilfe  von  (104  a)  16  I  darstellen. 

Wir  erhalten  demnach 

(14)  fl  =  fli  +  6?a  =  flj  +  (ir  { ^  -f  € ) , 
wo  fli  den  Wert  von  a  im  Punkte  P  bedeutet  und 

(15)  m iCroroto«] 

(16)  C==(roV)a-i-^[rorotofl]. 
Außerdem  ist 

(17)  x==T,dr 

und  Tq  der  Einheitsvektor  längs  r  und  dr  der  Betrag  von  r.  Da  Oj 
die  Verrückung  des  Punktes  P  des  Körpers  darstellt  (Fig.  6),  so 
kommt  P  nach  der  Verrückung  in  den  End- 
punkt des  Vektors  flj ,  d.  h.  nach  Pj . 

Die  Verrückung  eines,  in  einem  sehr 
kleinen  Abstand  r  von  P  gelegenen  Punktes 
P'  des  Körpers  sei  a.  Dieser  wird  nach  der 
Verrückung  im  Endpunkt  von  a  zu  liegen 
kommen,  d.  h.  in  P[ .  Hierbei  geht  r  in  r'  über. 
Machen  wir  P'  P"  parallel  «j  und  Pj  P"  pa- 
rallel r,  so  istPiP"=r,  P'P"=tLy^  und  in- 
folgedessen P"P'j^=  6ftt,  also 

(a)  r'  =  r-fc?a, 

und  hieraus  und  aus  (l9)  und  (22)  folgt 

(18)  r'  =  x^dr'  =  c?r  (ro  +  im  +  «), 

wo  Xq  den  Einheitsvektor  und  dr  den  Betrag  von  r'  bedeuten. 

Multiplizieren  wir  (18)  skalar  mit  Xq  und  bezeichnen  den 
Winkel  zwischen  Xq  und  Xq  d.  h.  den  Winkel  P'^P^P"  mit  y,  so 
erhalten  wir  aus  (18)  und  (15) 

(19)  ~  «OS  y  =  1  +  «^o«- 

Wir  denken  uns  um  den  Punkt  P  im  Körper  ein  Volumen  Fj 
abgegrenzt,  dessen  Oberfläche  denjenigen  Bereich  einschließt,  inner- 
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halb  dessen  die  durch  (14)  gagebene  Darstellung  von  ü  gültig 
ist.  Dieses  Volumen  Fj  wird  beim  Übergang  von  der  ersten  in 
die  zweite  Lage  eine  gewisse  Deformation  erleiden,  die,  wegen 
der  linearen  Form  von  (18)  als  homogen  bezeichnet  wird.  Des- 
halb kann  man  \\  als  den  Bereich  der  homogenen  Defor- 
mation bezeichnen. 

Wir  wollen  jetzt  diesen  Bereich  im  Auge  behalten  und  folgende 
Einschränkung  einführen:  es  soll  da  klein  gegen  r  =  TQclr  sein. 

Hieraus  und  aus  Fig.  6  ergibt  sich,  daß  der  Winkel  P'^P^^P''^  y 
klein  ist,  so  daß  wir  cos  y=  1  setzen  können.  Es  folgt  dann  aus  (19) 

(20)  £  =  1  +  ^0«- 

Aus  der  Annahme  bezüglich  da  fließt  ferner,  da 

(b)  r'  =  r  +  eia  =  rfr  (ro  -f  ;m  -f  C) 
ist,  daß 

(c)  I  ;Öl  -f  C  I  klein  gegen  1 

sein  muß,  und  daß  -j-  wenig  von  1  verschieden  ist. 
Das  letztere  fordert  aber  wegen  (20),  daß 

(d)  I  (£    klein  gegen  1 

ist,  denn  (20)  ist  für  ein  beliebiges  Tq  gültig.  Aus  (d)  und  (c) 
folgt 

(e)  1^1  klein  gegen  1. 

Nach  der  Festsetzung  dieser  Größenverhältnisse  wenden  wir 
uns  wieder  zu  dem  Volumen  Fj  und  verfolgen  dessen  Übergang 
von  der  ersten  in  die  zweite  Lage.  Wie  wir  gesehen  haben,  hat 
sich  hierbei  ein  Linienelement  dr  in  dr  verwandelt,  also  um 
dr  —  dr  zugenommen. 
Das  Verhältnis 

dr  — dr       dr'       -i  _  ^ 
dr       ^dl^~'^~^ 

bezeichnet  man  als  Dilatation.    Aus  (20)  folgt 

(21)  X  =  ro«. 
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Wir  fassen  jetzt  statt  P'  einen  anderen  Punkt  des  Körpers 
ins  Auge.    Das  entsprechende  r  sei  gleich 

Nach  der  Verrückung  gehe  r^  in 

über.    Analog  (18)  erhalten  wir  hierfür 

(f)  r;  =  r;„  dr[  =  dr,  (r,„  +  fli.  +  «J  • 

Bezeichnet  i/;  den  Winkel  zwischen  r  und  r^  vor  der  Verrückung 
und  i|;'  denjenigen  nach  der  Verrückung,  so  ergibt  die  skalare 
Multiplikation  von  (18)  und  (f) 

(g)  cos  n-'  1|  •  £  =  («-o  +  ^  +  «)  (rio  +  Mt+  «,)• 
Es  ist  aber  nach  (15) 

(h)  , 

=  -™2°     {[V>o]  +  horo])=0. 

Hieraus  und  aus  (g)  erhalten  wir  unter  Vernachlässigung  von 
kleinen  Größen  zweiter  Ordnung,  z.  B.  M^t  "S^-  iiifolge  (d) 
und  (e), 

(22)  cos  V  -^~  ^  =  cos  T/;  +  rjo«:  +  r^iC^ 

oder  da  X  klein  gegen  1  ist: 

(22a)         cos  ip'  (1  +  Ai  +  A)  =  cos  ip  +  rioC  +  Tq^^  , 

bedeutet. 

Setzen  wir  für  einen  Augenblick  C  =  0  bei  beliebigem  Tq  , 
so  folgt  aus  (21),  daß  beim  Übergang  von  V^  aus  der  ersten  in 
die  zweite  Lage  alle  Linienelemente  dr  ihrer  Länge  nach  unver- 
ändert bleiben;  und  aus  (22)  resp.  (22a),  daß  cost/;'=  cost/;,  d.  h. 
daß  der  Winkel  zwischen  einem  Paar  beliebiger  Linien elemente 
bei  der  Verrückung  ebenfalls  konstant  ist. 
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Hieraus  ersehen  wir,  daß  sich  im  Falle  C  =  0  das  Volumen  Fj 
wie  ein  starrer  Körper  bewegt,  also  sich  nicht  deformiert.  Und  da 
in  diesem  Fall  (14)  übergeht  in 

(i)  a  =»  öl  +  i  [roto  fl  Tq]  dr, 

so  ergibt  ein  Vergleich  von  (i)  mit  (32)  Nr.  8,  resp.  (a)  Nr.  8, 
unter  Berücksichtigung  von  (e),  daß 

(k)  .V  roto  a^ö} 

ist.  Hierdurch  wird  die  Achse  und  der  Winkel  bestimmt,  um 
welchen  sich  das  Volumen  V^  bei  dem  Übergang  von  der  ersten 
in  die  zweite  Lage  gedreht  hat. 

Wir  haben  keine  Annahme  bezüglich  der  Größenverhältnisse 
von  fl,  resp.  ttj  selbst  gemacht. 

Dies  hindert  aber  nicht,  einen  Vergleich  zwischen  (i)  und  (32) 
Nr.  8,  resp.  (a)  Nr.  8  auszuführen,  denn  eine  parallele  Verschie- 
bung des  Körpers  wirkt  nicht  auf  (J|,  d.  h.  wir  können  zu  beiden 
Seiten  dieser  Gleichungen  in  Nr.  8  einen  beliebigen,  für  den  ganzen 
Körper  konstanten  Vektor  addieren.  Hieraus  geht  die  Berech- 
tigung obigen  Vergleiches  hervor. 

Da  F,  bei  C  =  0  keine  Deformation  erleidet,  so  ersehen  wir 
umgekehrt,  daß  die  Deformation  von  C  abhängen  wird. 

Wir  wollen  jetzt  diesen  Vektor  €  näher  untersuchen.  Zu  dem 
Zweck  wenden  wir  uns  zur  Gleichung  (73)  I  und  ersetzen  dort: 
C  durch  tjo,  ^  durch  Vq  und  ß  durch  fl.    Wir  erhalten  dann 

(0  ^10  (fo  V  )  «  =  ro  (tio  V)  ß  +  ro  [rjo  rot  a] . 

Hieraus  imd  aus  (16)  ergibt  sich  mit  Hilfe  von  (h) 

(23)  roCi  =  rio«. 

Dies  bedeutet  aber  wegen  Nr.  401,  daß  (£,  ein  Tensor  ist.  Fällt 
Tq  sukzessive  mit  den  Hauptachsen  zusammen,  so  folgt  aus  (21), 
daß  die  Hauptwerte  von  C  nichts  anderes  sind  als  die  Dilata- 
tionen itj ,  ^2 ,  >Ls  der  Hauptachsen.  Die  Gleichung  des  ElUpsoids 
lautet  deshalb^  wenn  wir  setzen 

(m)  e  =  iCj  -f-  Kj  -f  kc,, 

wo  i,  I,  k  sich  auf  die  Hauptachsen  beziehen. 
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Aus  (21)  folgt  ftir  den  Tensor  der  Dilatationen 
(25)     C  =  (ro  V)  a  +  i  [ro  rot  a]  =  ifo  •  U^  +  Uq  •  |A,  +  kto •  U,. 

Die  Hauptwerte  Xj,  Ag  und  Ag  nennt  man  Hauptdilatationen. 

Fallen  v^q  und  r^  mit  zwei  von  den  Hauptachsen  zusammen,  so 
ist  in  (22)  cosi/;  =-=  0.  Außerdem  verschwinden  die  beiden  Glieder 
rechter  Seite,  weil  in  diesem  Falle  y^q  und  (E,  sowie  Tq  und  Cj 
senkrecht  zu  einander  stehen.  Deshalb  ist  auch  cos  ip'  =  0.  D.  h. 
aber,  daß  die  drei  zueinander  orthogonalen  Linienelemente,  welche 
in  der  ersten  Lage  von  V^  mit  den.  Hauptachsen,  resp.  den  Rich- 
tungen der  Hauptdilatationen,  zusammenfallen,  beim  Übergange  in 
die  zweite  Lage  zu  einander  orthogonal  bleiben.  Oder  mit  anderen 
Worten:  das  mit  diesen  drei  Linienelementen  verbunden  gedachte 
Koordinatensystem  bewegt  sich  beim  Übergange  von  der  ersten 
in  die  zweite  Lage  wie  ein  starres  Gerüst.  Es  erleidet  also  eine 
Parallelverschiebung  a^  und  eine  Drehung  um  eine  bestimmte 
Achse  und  um  einen  kleinen  Winkel.  Diese  Achse  und  diesen 
Winkel  wollen  wir  jetzt  bestimmen. 

Für  C  =  0  sind,  wie  aus  (k)  folgt,  diese  beiden  Größen  voll- 
ständig durch  ^  rotp  a  bestimmt. 

Bezeichnen  wir  rj,  —  r^  durch  öXq,  so  erhalten  wir  im  all- 
gemeinen aus  (18)  und  (20) 

(n)  dro  +  r;.ro(a:-(!C  =  ;ßl. 

Fällt  Vq  mit  einer  der  Hauptachsen  zusammen,  so  ist  wegen 
(25)  €  =  TqA,  und  es  folgt  deshalb  aus  (n)  und  (15) 

(p)  5r„  (1  +  A)  =  -  i  [r,  rot„  a]. 

Es  ist  demnach  öTq  für  alle  drei  Hauptachsen  senkrecht  zu 
rotp  ü  und  fß,  d.  h.  zu  der  entsprechenden  Achse.  Folglich  sind 
alle  drei  öTq  komplanar.  Vernachlässigen  wir  A  gegen  1,  so  wird 
außerdem  SVq  für  alle  drei  Hauptachsen  denselben  Wert  haben 
und  gleich 

(q)  ^ro 1  [^0  1-0*0  «] 

sein.  Hieraus  folgt,  daß  für  den  Fall  C  +  0  der  Vektor  ^rotoö 
die  Achse  und  den  Winkel  angibt,  um  welchen  sich  die  Achsen 
der  Hauptdilatationen  beim  Übergang  von  der  ersten  in  die  zweite 
Lage  drehen.  Der  Unterschied  zwischen  dem  Fall,  daß  C  =  0  ist, 
und  dem  Fall  C  4=  0   besteht  darin,  daß  bei  €  «=-  0  das  ö}  in 
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(k)  die  Drehung  nach  Richtung  und  Größe  ftir  das  ganze  Volumen 
Fj    angibt  und   konstant  ist  innerhalb  F,,  bei   €  +  0   aber  6} 
sich  nur  auf  die  Hauptachsen  bezieht. 
Wir  betrachten  jetzt  den  Vektor 

(r)  ;3l  =  fo  -f  €  ==  tc'i  +  ICi  +  kc,. 

Es  ist  ohne  weiteres  klar,  daß  dies  auch  ein  Tensor  sein  wird, 
dessen  Ellipsoid  durch  die  Gleichung 

<-)         (.|,)"+(T+V+(rf,)"-' 

gegeben  ist  und  2i  selbst  durch 

(27)     ;i  =  iro-l(H- Ai)  + jro-i(l  +A,)  +  kro'k(l  +  Xj). 

Die  Achsen  von  (26)  fallen  selbstverständlich  mit  denjenigen  von 
(24)  zusammen. 

Wir  denken  uns  jetzt  in  Fig.  6  um  den  Punkt  P  als  Mittel- 
punkt eine  Kugel  mit  dem  Radius  ffr,  welche  innerhalb  des  Be- 
reiches der  homogenen  Deformation  liegen  mag.  Nach  der  Ver- 
rückung kommt  der  Mittelpunkt  dieser  Kugel  nach  Pj.  Die  Dila- 
tationsachsen erfahren  eine  Drehung  ^  rot^  ö.  Um  jetzt  noch  die 
Lage  der  verschiedenen  Punkte  nach  der  Verrückung  zu  finden, 
brauchen  wir  nur,  bei  festliegenden  Dilatationsachsen,  die  Dilatation 
der  Kugel  auszuführen.  Aus  (14)  und  (18)  folgt,  daß  wir  hierbei 
nur  noch  die  von  C  abhängigen  Verrückungen  zu  berücksichtigen 
brauchen.  Ein  Punkt  r^^r  der  Oberfläche  der  Kugel  erleidet  dem- 
nach eine  Verrückung  dr<£,  und  kommt  in  eine  Lage,  die  sich 
bestimmt  durch  dr{rQ  +  €)  =  drX  Nehmen  wir  für  einen  Augen- 
blick dr  =  1  an,  so  geht  hierbei  eine  solche  Kugel  in  das  Ellipsoid 
(26)  über.  Das  letztere  nennt  man  deshalb  das  Dilatations- 
ellipsoid  oder  Verzerrungsellipsoid. 

Zu  demselben  Resultat  gelangt  man  auch,  falls  man  zunächst 
aus  der  Kugel  mit  dem  Mittelpunkt  in  P  das  Dilatationsellipsoid 
konstruiert  und  nachträglich  das  Ellipsoid  wie  einen  starren  Körper 
parallel  um  ü^  verschiebt  und  ihm  eine  Drehung  ^  rot^  a  erteilt. 

Das  Volumen  der  Kugel  mit  dem  Radius  dr  ist 

(s)  r-^dr», 

und  das  Volumen  v'  des  Ellipsoids,  in  welches  diese  Kugel  über- 
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gegangen  ist,  wird  sein 

(t)  «'  =  ^(l+i,)(l+A,)(l+A,)dr». 

Aus  (s)  und  (t)  ergibt  sich  sofort  die  Volumendilatation  D  zu 

^J.  =  D  =  (1  +  A.)  (1  +  A,)  (1  +;,)-! 
oder  unter  Vernachlässigung  der  Produkte  der  Dilatationen  X 

(28)  2)  =  ^1  +  Ag  +  A3. 

Anderseits  folgt  aus  (25),  falls  wir  z.  B.  ro  mit  der  i- Achse 
zusammenfallen  lassen  und  beiderseits  mit  i  skalar  multiplizieren, 
unter  Berücksichtigung  von  (72)  I 

i,  =  f(r<,V)«  =  t(tV)«  =  (V(«0  =  ||, 

WO  a^  die  Komponente  von  «  längs  der  t-Achse  bedeutet.  Hieraus 
und  aus  (28)  erhalten  wir 

(29)  D  =  ^  +  1^  +  ^  =  div  fl. 

^     ^  dx    ^    dy        dz 

Vergleichen  wir  (224)  I,  so  sehen  wir,  daß  D  nichts  anderes 
ist  als  die  Invariante  J  des  Tensors  C  Dies  stimmt  auch  mit  (29) 
überein,  denn  die  Operation  div  ist  invariant. 

15.  Beziehungen  zwischen  den  Spannungen  und  Dila- 
tationen. Die  zu  betrachtenden  Körper  sollen  homogen  und  isotrop 
sein,  außerdem  vollkommen  elastisch,  d.  h.  das  Hookesche  Ge- 
setz befolgen.  Für  solche  Körper  nimmt  man  an,  daß  die  Haupt- 
achsen des  Spannungsellipsoids  mit  denjenigen  des  Dilatations- 
ellipsoids  zusammenfallen,  und  setzt  die  Hauptspannungen  (d.  h. 
die  Größen  a^^  a^^  6^  in  Nr.  12)  gleich  linearen  Funktionen  der 
Hauptdilatationen,    und  zwar 

(30)  <yi=aXi+6(Aj,+  X8),  (y2=aA,-f  6(ii-f  A3),  (Tj^aAs-f  &(Ai+A,), 

wobei  angenommen  wird,  daß  die  erste  Lage  des  Körpers  in 
Nr.  14  dem  spannungslosen  Zustande  entspricht.  Führt  man  statt 
a  und  h  die  Kirchhoff  sehen  Elastizitätskonstanten  JTund  6  ein, 
welche  mit  a  und  h  durch  die  Gleichungen 

(a)  2J:«a-ft,     2KB  ^h 
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verbunden  sind,  so  ergibt  sich  statt  (30)  aus  (28)  und  (29) 

(31)  cyj=2/r(Ai-hödiva),  (yj,=2Jr(A,+ediva),  <y5=2J5r(;ij+ödivtt). 

Hieraus  und  aus  (9)  folgt 

(32)|l=2^{in-i(Ai+edivtt)-|-|n-i(A,4-ödiva)+kn-li(As+0ciivii)} 

oder 

(32a)  p  =  2irendiva  +  2K(in  •  ik^  +  In  •  jA,  +  kn  •  kX,) 

und  aus  (25),  falls  wir  dort  Vq  durch  n  ersetzen, 

(33)  p  =  2Jrendivfl  -f  2K(nV)a  +  JS:[nrot«]. 

Bezeichnen  wir  durch  (Kj  einen  Tensor,  der  aus  (25)  gebildet  ist, 

indem  Tq  durch   n   ersetzt   ist,   so   können   wir    statt  (33)  auch 

schreiben 

(33a)  P  =  2J5C0ndiva  +  2K€i. 

Aus  (68)  I  folgt,  für  eine  konstante  Richtung  von  n 

(b)  V  (an)  =  (n  V)  a  +  [n  rot  a], 
weshalb  man  statt  (33)  auch  schreiben  kann 

(34)  |)  =  2^8ndiva  +  J5r(nV)tt  +  ^V(att). 

Für  die   normale    Spannung  H  erhalten  wir  aus  (10),  (33) 
und(b) 

(35)  H  =  2jfir0ndivö  +  2Kn  •  nV(ati) 

und  für  die  tangentiale  Spannung  t,  aus  (35)  und  (33) 

(36)  a:  =  |I-ll  =  ^[nrota]  +  2iC{(nV)a-n.nV(an)}. 

Diesen  Ausdruck  können  wir  umformen  auf  Grund  von  (b),  und 
weil  n  als  konstant  bei  der  Operation  V  angenommen  wird,  so  daß 

(c)  (nV)a-  n  •  nV(nn)  =  - [n[n,(nV)tt]]  =  -(nV) [n[nn]]. 
Deshalb  ist 

(36a)  «  =  K[nrota]  +  2ir(nV)  [n[aii]]. 

Es  ist  aber 

(d)  n-  nV(iin)  =  n  •  n(nV)tt  =  (nV)n  •  an, 

weshalb  man  statt  (40)  auch  schreiben  kann 
(35a)  H  =  2ir0ndiva  -\-  2Ä:(nV)n  •  an. 
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Ist  df  das  zu  n  senkrechte  Flächenelement,  für  welches  wir  eben 
die  Spannungen  berechnet  haben,  so  bedeutet  [n  [a  n]]  nach  Analogie 
mit  (11)  die  zu  diesem  Element  tangentiale  und  n  •  an  die  normale 
Verrückung.  Dies  erlaubt  uns,  folgende  Deutung  von  (35  a)  resp. 
(35  a)  zu  geben. 

Die  normale  Spannung  H  setzt  sich  zusammen  aus  zwei  Glie- 
dern, von  welchen  das  erste  proportional  der  Volumendilatation 
ist  und  das  andere  proportional  der  Änderung  der  normalen  Ver- 
rückung längs  der  Normale,  auf  die  Einheit  der  Länge  berechnet. 
Die  tangentiale  Spannung  t  besteht  ebenfalls  aus  zwei  Gliedern.  Das 
erste  hängt  von  der  Drehung  der  Dilatationsachsen  ab,  und  das 
zweite  ist  proportional  der  Änderung  der  tangentialen  Verrückung 
längs  der  Normale,  berechnet  auf  die  Einheit  der  Länge. 

Wir  wollen  jetzt  die  Volumenkraft  Ä  berechnen.  Aus  (94), 
(93)  I  und  (1),  (38)  erhalten  wir 

(37)  Ä  =  2^0Vdiva  +  2KVH  -f  JSTrot^a 

oder  wegen  (79  a)  I 

(37a)  Ä  =  -K'(2  0-f  1)  V  div  n  +  iCV^a 

oder 

(37b)  ä  =  2ä:(0  +  l)Vdivtt- JTrot^Ä 

oder  endlich 

(37c)  fi  =  2^(0+ l)V*a  +  JS:(2  0+ l)rot«a. 

Bilden  wir  jetzt  die  Invariante "  von  p,  so  folgt  aus  (224)  I 
und  (31) 

(38)  /=X,-f  ry+Z.=  (y,+  (y2+cy3=2ir(3ö  +  l)diva. 

Demnach  ist  die  Invariante  J  nichts  anderes  als  die  Summe  der 
normalen   Spannungen  zu  drei  senkrecht  zu   einander  liegenden 
Flächenelementen  und  ist  proportional  der  Volumendilatation. 
Aus  (37  b)  und  (38)  erhalten  wir 

(d)  divia  =  2^(0+l)V>div«  =  ^±:i--V«X 

Befindet  sich  der  Körper  im  Gleichgewicht  und  sind  die  äußeren 
Kräfte  (5  =  0,  so  ist  nach  (2)  auch  Ä  =  0,  woraus  sich  infolge 
(d)  ergibt 

(39)  V*diva  =  W=0. 
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Eine  Funktion,  welche  der  Laplace sehen  Gleichung  genügt, 
nennt  man  eine  harmonische.  Deshalb  muß  die  Invariante  / 
der  Spannung  für  einen  isotropen  elastischen  Körper  im  Falle  des 
Gleichgewichtes  und  bei  Abwesenheit  von  äußeren  Femkräften 
eine  harmonische  Funktion  sein. 

16.  Berechnung  des  elastischen  Potentials  und  der  Ge- 
schwindigkeit der  Energieströmung.  Wir  wollen  hier  zeigen, 
daß  man  auf  Grund  des  Wertes  für  ü  in  Nr.  15  eine  solche 
Funktion  Ä  (siehe  (b)  Nr.  13)  bekommt,  welche  sich  tatsächlich 
als  die  Variation  einer  Funktion  F,  d.  h.  des  elastischen  Potentials, 
darstellen  läßt. 

Zu  dem  Zweck  multiplizieren  wir  (2)  mit  dvöü^  wo  6a  die 
entsprechende  virtuelle  Verrückung  des  Volumenelementes  dv  be- 
deutet, und  integrieren  über  das  Volumen  V.  Es  ergibt  sich  dann 

(a)  I  Q-jrdü  '  dv  =  I  Q(6öa  '  dv -{-  j  üdü  •  dv, 

r  V  r 

wobei  nach  (37) 

füöa  •  dv  ==  2KS  AaVdivö  •  dv  +  2Kfdtt^^üdv  + 

vi'  V 

■^  Kföaroi^H'dv 


(b) 
ist. 


V 

Diesen  Ausdruck  wollen  wir  umformen.   Es  ist 


(6«  V div a  =  div  (da  div a)  —  div a  •  div  $a  =  div  {öa div  a)  — 
A'               SA'                   A'      fX      A'         \           <y(divfl)» 
—  div  ö  •  ö  div  «  =  div  (ö  a  div  u) 

und  analog 

(d)  dttrot^a  =  div[rota,^a]  +  1M.V 
Aus  (73)  I  folgt 

(e)  (Jö-(nV)ö  =  n-(dttV)a4-  n[<Jnrota]. 

Bezeichnen  wir  mit  F  die  Oberfläche  von  T,  so   ergibt  (e) 
und  (d),  mit  Hilfe  des  G  au  ß sehen  Satzes, 

(f)  pa(nV)ad[/'=|div  { (du  V)a )  dv^J^^dv-föaroi^üdv. 
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Es  bedeutet  also  da  zugleich  die  virtuelle  Verrückung  eines 
Elementes  von  F. 

Wir  brauchen  jetzt  nur  noch  den  Wert  von  div  {(daV)a)  zu 
bestimmen.  Zu  dem  Zweck  ersetzen  wir  in  den  Ausdrücken  (63) 
und  (68)  I  K3  durch  a  und  ;2t  durch  du  und  addieren  dieselben. 
Es  folgt  dann  der  Wert  von  2  (^nV)fl,  Nehmen  wir  hiervon  div, 
so  erhalten  wir  nach  einigen  leichten  Umformungen: 


(g) 


diy  ( (*«  V)  « )  =  H  W  -  ^"^'  +  ^^?^ 

-\-  ^tt  VdivÄ. 


2 

d(aVdiva) 


Dies  in  (f)  eingesetzt,  ergibt  unter  Berücksichtigung  von  (79a)I 

F  V  V  V 

Auf  Grund  von  (b),  (c),  (d),  (h)  und  (33)  erhalten  wir 
(i)  f^düdv  =  f^öadf  —  föVdv, 

V  F  V 

wo 

(40)       F  =  TT©  (diy „)^  +  E^'f  -  ^^~  -  EaV'a 

bedeutet.  Aus  Nr.  13  folgt,  daß  dV  nichts  anderes  als  das  elastische 
Potential  ist. 

Wir  denken  uns  innerhalb  des  Volumenelementes,  für  welches 
wir  V  berechnen  wollen,  ein  Achsensystem  i',  |',  k',  welches  beliebig 
zu  dem  Achsensystem  i,  j,  k  der  Hauptdilatationen  resp.  Haupt- 
spannungen orientiert  ist.  Die  zu  i',  f  und  k'  gehörenden  Koordi- 
naten bezeichnen  wir  durch  x\  y\  z\  und  die  entsprechenden 
Komponenten  von  a  durch  w,  v,  w.  Für  die  Achsen  i,  |,  k  haben 
wir  schon  die  Bezeichnungen  x^y^  z  und  aj,  o,,  Oj  (siehe  Ab- 
leitung von  (29))  gebraucht. 

Führen  wir  für  das  System  l',  |',  k'  die  in  (40)  angegebenen 
Operationen  aus,  so  erhalten  wir 


(*i) 


+^{(l:-H-S)'+(S+a^")'+(&+wr} 
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Dies  ist  die  von  Kirchhoff  gegebene  Form  des  Potentials  T. 

Wir  wollen  jetzt  T,  f,  k'  mit  i,  |,  k  zusammenfallen  lassen  und 
für  diesen  Fall  den  Ausdruck  (41)  umformen. 

In  Analogie  mit  der  Bezeichnungsweise  in  Nr.  401  erhalten 
wir  aus  (25) 

(k)     C  -  (roV)a  +  i[roro1^a]  =  l'ro  •  C,  +  '\x^ '  «^  +  h'r^  -  €,. 

Lassen  wir  Xq  mit  i'  zusammenfallen   und   multiplizieren   beider- 
seits mit  \\  so  folgt  nach  (72)  I 

i'  (.' V)  a  +  j'i [i'rot„a]  -  |^.  -  |  k'rot,«  =  tj, 

und  analog  erhalten  wir,  falls  wir  Tq  mit  |'  zusammenfallen  lassen 
und  mit  l'  multiplizieren: 


0  +  |k'roto«-«/, 

woraus 

0) 

fe  +  aT  =  *''+V'. 

Ähnliche  Ausdrücke  erhalten  wir  für  die  anderen  zwei  Paare  des 
letzten  Klammerausdruckes  in  (41). 

Fallen  i',  |',  k'  mit  t,  |,  k  zusammen,  so  fällt  C^,  infolge  der 
Eigenschaft  von  C  als  Tensor,  in  die  Richtung  von  f,  d.  h.  C,=  i;ii 
und  ebenso  €y=' \X^  und  auch  €^=  k^g.  Deshalb  verschwindet 
(1)  und  der  letzte  Klammerausdruck  in  (41)  und,  da 

du.        da^        , 

g^    =    -g^    =    i,     usw. 

ist,  so  können  wir  statt  (41)  schreiben 

(42)  F=jrö(div«)>+£:(Aj  +  i|  +  i|), 

wo  also  V  durch  die  Hauptdilatationen  ausgedrückt  ist. 
Aus  (13)  und  (32)  folgt  weiter 

(m)     |lr  =  2Jr0diva'iir4-  2^r  (nV)a  +  A'[nrota]r 

oder  wegen  (72)  I  und  (b)  Nr.  15 

(n)         |)r  =  n  {2^ödivflr  -|-  2JrVor  +  ^[rota,  r]}, 

wo  r  unter  dem  Operationszeichen  V  als  konstant  zu  betrachten  ist. 
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Hieraus  erhalten  wir  für  die  Geschwindigkeit  t),  mit  welcher 
die  Energie  in  das  betreffende  Volumen  einströmt,  den  Ausdruck 

(43)  V  =  2K@  div  a  •  r  -1-  ÄViir  +  K  [rot  a,  r]. 

17.  Tensorfelder.  In  Analogie  mit  dem  Begriff  des  Vektor- 
feldes können  wir  auch  den  Begriff  des  Tensorfeldes  einfuhren 
und  darunter  einen  Raum  verstehen,  wo  jedem  Punkt  ein  Tensor 
zugeordnet  ist.  Ein  Tensor  wird  durch  seine  Hauptwerte  und 
durch  die  Richtungen  der  Achsen  des  zugehörigen  EUipsoids 
charakterisiert.  Demnach  gehört  zu  jedem  Punkt  des  Tensorfeldes 
ein  bestimmt  gelagertes  Achsenkreuz  und  die  entsprechenden 
Hauptwerte. 

Ein  Tensorfeld,  wo  die  Hauptwerte  überall  konstant  sind  und 
das  Achsenkreuz  gleiche  Richtung  hat,  können  wir  als  homo- 
genes Tensorfeld  bezeichnen. 

Wir  haben  in  Kapitel  II  gesehen,  daß  zu  jedem  Punkt  eines 
starren  Körpers  ein  Trägheitsellipsoid  gehört.  Es  ist  demnach 
ein  solcher  Körper  ein  Tensorfeld.  Ebenfalls  ist  ein  gespannter 
elastischer  Körper  ein  Tensorfeld.  Zugleich  ersehen  wir,  daß  sich 
das  Tensorfeld  über  ein  Vektorfeld  überlagert  und  zwar  beim 
starren  Körper  über  das  Vektorfeld  der  Geschwindigkeit  und  beim 
elastischen  Körper  über  dasjenige  der  Verschiebung.  Beide  Felder, 
das  Tensorfeld  und  das  zugehörige  Vektorfeld,  sind  eng  mit  ein- 
ander verkettet  und  verschwinden  gleichzeitig. 

18.  Beispiel  1.  Gleichmäßiger  Druck  auf  die  Oberfläche 
des  Körpers.  Wir  wollen  jetzt  die  abgeleiteten  Ausdrücke  durch 
einige  Beispiele  erläutern.  Als  erstes  Beispiel  nehmen  wir  an,  es 
wirke  auf  die  Oberfläche  eines  jeden  Volumenelementes  ein  gleich- 
mäßiger normaler  Druck  und  zwar  konstant  innerhalb  des  ganzen 
Körpers. 

Hieraus  folgt,  daß  das  Spannungsellipsoid,  resp.  Dilatations- 
ellipsoid  zu  einer  Kugel  wird  mit  einem  für  den  ganzen  Körper 
konstanten  Radius.  Der  Körper  wird  demnach  ein  homogenes 
Tensorfeld  darstellen. 

Wir  haben  also 

(a)  >li  =-»  Aj  «=  Aj  =  —  y   =  konst.,  div  tt  —  —  o. 

Das   —  Zeichen  entspricht  der  Annahme  eines  Druckes,  da  sich 
hierbei  das  Volumen  verkleinert. 
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Die  gesamte  Verminderung  v^  des  Volumens  v  des  Körpers  ist 

(b)  Vj  ==  —  (ov. 
[       Hieraus  und  aus  (32  a)  folgt 

(c)  V s~n, 

(7)  ,  =  l^_±i) 

den  sogenannten  Volumenmodul  oder  Kompressionsmodul 
bedeutet;  und  aus  (42) 

(e)  v-'^'y 


Damit  sich  der  Körper  in  einem  solchen  Spannungszustand 
befinden  kann,  muß  auf  seine  Oberfläche  der  durch  (c)  dargestellte 
Druck  wirken.  Dies  können  wir  durch  Eintauchen  des  Körpers 
in  ein  Gefäß  mit  Wasser  und  Komprimieren  des  Wassers  durch 
einen  Stempel  erreichen. 

Nehmen  wir  an,  der  Übergang  vom  spannungslosen  in  den 
gespannten  Zustand  gehe  so  langsam  vor  sich,  daß  wir  die  Be- 
schleunigungen vernachlässigen  können.  Sehen  wir  außerdem  von 
den  äußeren  Femkräften  ab,  so  folgt  aus  (2)  Ä  =  0,  und  aus  (i) 
Nr.  16  und  (e)  ergibt  sich  daher: 

F  y  V 

Demnach  ist  die  von  den  Druckkräften  bei  diesem  Übergang 
geleistete  Arbeit  Ä^  die  sogenannte  Formänderungsarbeit, 
gleich  ^ 

(f)  A^^jv.Sv.^'l^-yv. 

0 

19.  Beispiel  2.     Spannungen,  in   einem  Zylinder.     Wir 

wollen  wieder  ein  homogenes  Tensorfeld  annehmen  und  als  Dila- 
tationsellipsoid  ein  Rotationsellipsoid. 

Es  ist  dann 
(a)  Xi  =  Aj  =  6  =  konst.,  ilj  «=  v  -=»  konst., 

hieraus  folgt 
(h)  divtt  =  2f  +  »/. 
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Die  dem  A3  entsprechende  Dilatationsachse  sei  parallel  der 
Erzeugenden  des  Zylinders  und  der  r-,  bzw.  k-Achse.  Es  ergibt 
sich  deshalb  aus  (32  a),  (a)  und  (b) 

(c)  |)  =  2K0(2s  4- v)tt  +  2Ä'€(lifl  +  |tt-j)-f  2Kvkrt'k. 

Wir  denken  uns  jetzt  den  Zylinder  durch  zwei  zur  Mantel- 
fläche senkrechte  Ebenen  f^  und  /J,  begrenzt.  Auf  die  eine  dieser 
Ebenen  f^  wirkt  die  Spannung 

(d)  |)i  =  2K{2e&  +  0v  +  v)  k, 

wobei  angenommen  wird,  daß  n  in  die  Richtung  von  k  fällt. 
Für  die  andere  Ebene  ist  dann  ti  =  —  k  und  die  entsprechende 
Spannung  flg  ist 

(e)  P2  =  -1^i. 

Beide  Spannungen  fJ^  und  flg  sind  normal  zu  den  entsprechen- 
den Flächen  f^  und  /"g . 

Die  Spannung  |)^  auf  der  Mantelfläche  wird  sein,  da  kti  =  0  ist, 

P^  =  2K0(2s  +  v)n  +  2A^£(in-i  + jn-l) 

oder,  da  hierbei  n  =  in  •  t  -f  jn  •  i  ist, 

(f)  ^^  =  2K{2ee+  &v  +  E)n. 

Wir  wollen  jetzt  annehmen,  daß  der  Zylinder  nur  an  den 
Flächen  f^  und  f^  durch  normalen  Zug,  resp.  Druck  beansprucht 
wird.    Es  ist  dann  |),„  =  0,  und  aus  (f)  folgt 

(&)  '  =  "  20+1' 

Hieraus  und  aus  (d)  ergibt  sich 
(h)  Iß,  =  Evh, 

"^^  2^(3  0  +  1) 

den  sogenannten  Elastizitätsmodul  bedeutet. 

Für  das  Verhältnis  v  der  Querkontraktion  zur  Längsdehnung 
erhalten  wir  aus  (g) 

W  Xj         »  86+ 1 
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Bei  positivem  v,  alse  bei  einer  Dehnung  ist  e  negativ,  d.  b.  es 
tritt  eine  Querkontraktion  ein.  Das  Umgekehrte  wird  beim  Druck 
entstehen. 

Aus  (g)  und  (b)  ergibt  sich 

(1)  div  «  -  ^^. 

Deshalb  ist  die  gesamte  Volumenzunahme  v^  gleich 

wenn  v  das  Volumen  des  Zylinders  im  spannungslosen  Zustand 
bedeutet. 

Aus  (42)  und  (m)  erhalten  wir 

W  ^  —     2  2  '  V*  ' 

woraus  sich  die  Formänderungsarbeit  Ä  ergibt,  falls  wir  wieder 
Ä  =  0  annehmen: 

(o)  A=ffiTdv  =  ^^^'^Jv,äv,=  Vv. 

0     V  0 

Bezeichnen  wir  die  Länge  des  Zylinders  im  spannungslosen 
Zustand  durch  l  und  die  Verlängerung  durch  /j,  so  ist 

(P)  Ji  -  vi, 

und  wir  können  deshalb  statt  (h)  schreiben 

(q)  Vi-E^k. 

Nehmen  wir  jetzt  /^  als  unbeweglich  an,  so  wird  die  Form- 
änderungsarbeit nur  durch  die  auf  die  Fläche  f^  wirkenden  nor- 
malen Kräfte  geleistet. 

Die  Verrückung  dieser  Fläche  ist,  wegen  (p) 

(r)  fli  =  vlk  =  ?ik, 

und  die  virtuelle  Verrückung 

(s)  ^iii=-kdli. 

4* 
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20.   Torsion  eines  Zylinders. 


Hieraus  und  aus  (q)  folgt 


(t)^ 


^fß,H,  =  'i/ßsw^?^^ 


Ev' 


=  Vv, 

d.  h.  der  Ausdruck  (o). 

20.  Beispiel  3.  Torsion  eines  Zylinders.  In  den  vorigen 
Beispielen  haben  wir  homogene  Tensorfelder  angenommen,  die 
Dilatationen  als  gegeben  betrachtet  und  hieraus  die  Spannungen, 
das  Potential  und  die  Formänderungsarbeit  berechnet.  Jetzt  wollen 
wir  aber  die  Verschiebungen  als  gegeben  annehmen  und  hieraus 

die  anderen  Größen  berechnen. 
Der  betrachtete  Körper  sei 
ein  Zylinder,  dessen  Endflächen 
/"j  und  /g  eben  sind  und  senk- 
recht zur  Mantelfläche.  Die  Höhe 
h  soll  klein  im  Verhältnis  zu  den 
linearen  Dimensionen  von  f  sein 
(Fig.  7).  OA  ist  eine  zu  f  senk- 
rechte Achse  des  Zylinders,  wel- 
che zugleich  mit  der  k-,  bzw. 
Z-Achse  zusammenfallen  soll. 
Den  Koordinatenanfang  legen 
wir  in  den  Durchstoßpunkt  0^ 
der  Achse  OA  mit  f^.  Demnach  liegen  f  und  |  in  der  Ebene  /i, 
welche  wir  als  fest  im  Räume  annehmen. 

Außerdem  setzen  wir  von  vorn  herein  die  Volumenkraft 

(a)  Ä  =  0. 

Teilen  wir  den  Zylinder  in  Schichten  parallel  zu  /*,  so  soll 
die  Verschiebung  eine  solche  sein,  daß  sich  hierbei  jede  Schicht 
um  OA  um  einen  Winkel  9  dreht,  welcher  proportional  der  Ent- 
fernung dieser  Schicht  von  f^  ist.    Es  ist  deshalb 

(b)  g)  =  xz. 

Demnach  hat  sich  /,  irni  den  Winkel  (jpj  =»  tä  gedreht  und 
ein  Punkt  P  auf  f^  den  Bogen  xhr  beschrieben,  falls  r  die  Ent- 
fernung dieses  Punktes  von  der  Achse  bedeutet. 

Wir  bezeichnen  durch  r  den  Radiusvektor,  von  der  Achse  aus 
gerechnet  senkrecht  zu  dieser  bis  zu  dem  Punkt  P,  so  daß  |r|  ==  r 


Fig.  7. 
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ist,  und  zwar  zu  derjenigen  Lage  von  P,  welche  dieser  Punkt  vor 
der  Verschiebung  einnahm.  Dann  können  wir,  bei  genügender 
Kleinheit  von  t  und  Ä,  annehmen,  daß  die  Verrückung  a'  mit  der 
Tangente  an  den  Bogen  am  Endpunkt  von  r  zusammenfällt  und 

«'«'<=•''**  B'-TA[rk]. 

Umsomehr  wird  diese  Gleichung  für  Schichten  zwischen  /", 
und  /",  gelten.    Wir  haben  deshalb  allgemein 

(c)  a  =  rz  [rk], 

wobei  s  von  o  bis  h  gerechnet  wird.  Auf  der  Achse  selbst  ist 
die  Verschiebung  gleich  Null. 

Bezeichnen  wir  durch  Tj  den  Radiusvektor  vom  Koordinaten- 
anfang bis  zu  einem  Punkt  des  Körpers  vor  der  Verrückung,  so 
ist  fj  =  r  +  -s^k  oder 

(d)  v  =  v,-  zk, 
und  wir  können  deshalb  statt  (c)  schreiben 

(e)  ü  =^  xz  [fj  k] . 

Hieraus  und  aus  (65)  I  ergibt  sich,  da  V;2;=k 
und  rot  r^  =  0  ist 

(f)  div  tt  =  Ai  +  Ajj  +  A3  =  0. 
Und  aus  (69)  I 

(g)  rot  a  =  T  •  rot  z  [r^  k]  =  tz  rot  [rj  k] 
Mit  Hilfe  von  (63)  I  und  (lOO)  I  wird 

rot[rik|  =  (kV)ri- 3k, 

da  k  =  konstant  ist.    Aus  (lOl)  I  ergibt  sich 

(h)  rot  [fi  k  J  =  —  2  k  =  rot  [r  k] . 

Anderseits  ist  wegen  (d) 

(i)  _[[rjk]k]  =  r,-k.rik-r. 

Hieraus  und  aus  (h)  folgt  statt  (g) 

(k)  rot  a  =  TT  —  2rrk. 

Fig.  8  stelle  einen  zur  Achse  OÄ  senkrechten  Querschnitt  des 
Zylinders  vor.  Die  k-Achse  steht  senkrecht  zur  Zeichenebene  und 
weist  zum  Beschauer  hin.    In  einen  Punkt  P  des  Querschnittes 


Fig.  8. 


T[[rik]k]. 
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legen  wir  den  Anfangspunkt  des  Systems  fj ,  fj ,  kj ,  wobei  kj  =  k 
ist  und  li  in  die  Richtung  von  r  fallen  soll. 

Für  dieses  Koordinatensystem  wollen  wir  C  berechnen.  Hier- 
bei ist  der  Einheitsvektor  Tq,  entsprechend  der  Bedeutung  von  (C 
in  (25),  vom  Punkte  P  aus  zu  rechnen  und  darf  nicht  als  Ein- 
heitsvektor von  r  aufgefaßt  werden. 

Es  ist  also  wegen  (25),  (c)  und  (k) 

(1)    C=»(roV)fl+i[rorota]  =  t(roV);^[rk]4-|[ror]-ri5f[rok]. 

Wir  lassen  jetzt  Tq  mit  t^,  jj  und  kj  zusammenfallen  und  bilden 
auf  Grund  von  Nr.  40  I  die  Werte  von  C,  ,  €„  ,  C,  . 
Es  ist  /  -*. 


(m) 


1 

xr  . 
2'1 


Infolge  von  (59)1  ist  aber,  da  ein  Element  längs  i|  gleich 
rdcp  angenommen  werden  kann, 

r*  V)  =  -^  -  =  ^  f-—  •  kl 

^^     ^  rd(p         r   Ldcp      J 

oder  wegen  Nr.  32  I 

(n)  (i^V)  fl  =  T^  [ii  k]  =  —  tzj^. 

Ganz  analog  erhalten  wir 

rdt 

(kiV)a  =  rrti- 
Deshalb  führen  (m),  (n),  (p)  und  (206)  I  zu 

(q)  <S^=-y  {tiro-ki-fkiro-ii). 

Hieraus  ersehen  wir,  daß  C  ständig  senkrecht  zu  |j  resp.  r  ist. 
Liegt  Tq  in  der  i^ki-Ebene,  so  folgt 


(f^V)a  =  t^[-^k]  =  T^[lik]  =  xsi,, 


€' 


(Y)'{(tiro)*+(hiro)M  =  (^'')', 


d.  h.  das  Ellipsoid  von  €  ist  in  einen  Kreis,  dessen  Ebene  senk- 
recht zu  r  steht,  übergegangen. 
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Bezeichnet  y  den  Winkel  zwischen  k  =  ki  und  Tq,  im  Sinne 
des  Uhrzeigers  falls  man  längs  r  blickt,  so  ist 

€ro=Triiro-  kiro=  Ysin2y. 

Für  y  =-  45®  ist  Cfo  -=  ^^  ein  Maximum  und  für  y  =  90<^  +  45® 

XT 

ist  €  fß  =  —  -.V  ,  also  ein  Minimum.  Für  diese  Lagen  von  x^  fällt 

demnach  C  mit  fo  zusammen,  und  es  bestimmen  diese  Richtungen 
die  Hauptdilatationen.  Drehen  wir  deshalb  das  System  t,,  fj,  kj 
um  45®  um  \^  und  bezeichnen  es  in  der  neuen  Lage  durch 
tj,  jj,  kj,  so  ist 

0  «  =  -"2  tifo-  ii+  2  <»iro-hn 

wo  Tq  wieder  eine  beliebige  Richtung  haben  kann. 
Aus  (r)  ergeben  sich  die  Hauptdilatationen  zu 

(s)  ^3=0;      ^  =  — ^i  =  Y7 

was  mit  (f)  übereinstimmt. 

Aus  (f),  (q)  und  (38  a)  folgt 

(t)  |>  =  ^T:r  liin-ki+  fti«-  iil 

oder,  wegen  (r),  auch 

(u)  |)  =  Kxr  { k'^n  •  kj  —  ii n  •  i^ ) 

und  aus  (47) 

(V)  y-^"^- 

Aus  den  abgeleiteten  Beziehungen  ersehen  wir  folgendes: 

Erstens  ist  ersichtlich,  daß  der  betrachtete  Körper  ein  hetero- 
genes Tensorfeld  darstellt.  Weiter  folgt  wegen  (f),  daß  keine 
Volumendilatation  stattfindet.  Dann  lehrt  (k),  da  C  nach  (q) 
senkrecht  zu  r  ist  und  demnach  auch  die  Dilatationen,  daß  jedes 
Volumenelement,  als  ganzes,  eine  Drehung  —  T;2;k  =  —  (jpk  um 
die  k- Achse  erlitten  hat.  Dieselbe  Drehung  wäre  auch  entstanden, 
falls  der  Zylinder  als  starrer  Körper  sich  um  den  Winkel  xz  =  (p 
in  Richtung  des  Pfeiles  (Fig.  7)  gedreht  hätte. 

Außerdem  erleiden  die  Dilatationsachsen,  wie  wieder  aus  (f) 

folgt,  eine  Drehung  —  um  r  im  Sinne  des  Uhrzeigers.  Dies  konunt 


20.   TorBionamodul.    Drall. 


daher,  weil  die  verschiedenen  Schichten  sich  um  verschiedene 
Winkel  gedreht  haben.  Es  werden  hierbei  zwischen  den  Schichten 
tangentiale  Kräfte  p^  auftreten,  die  sich  aus  (t)  berechnen,  falls 
man  n  =  k  =  kj  setzt.    Dabei  ist 


(w) 


^t='Ktr\i. 


Flg.  9. 


Diesen  Wert  kann  man  auch  direkt  aus  (36  a)  erhalten,  wie  man 
sich  leicht  mit  Hilfe  von  (c)  und  (k)  überzeugen  kann. 

Man  bezeichnet  K  als  den  Tor- 
sions-, oder  Gestaltsmodul.  Die 
Konstante  t  mißt  den  Drall  des  Zy- 
linders. 

Auf  ein  zu  r  senkrechtes  Flächen- 
element wirken  keine  Spannungen.  Für 
Flächenelemente,  dessen  Normalen  senk- 
recht zu  r  sind,  werden  die  Spannungen 
durch  die  Fig.  9  dargestellt  (r  ist  senk- 
recht zur  Zeichnung  und  weist  zum  Beschauer  hin).  Dies  folgt 
aus  (t)  und  (u).    Aus  (27)  erhalten  wir 

(x)     31  =  iiro  •  t;(l  -'{)  +  i,t,  ■  i,  +  k;r„  •  k;(i  +  '{)■ 

Fassen  wir  jetzt  ein  kugelförmiges  Volumenelement  ins  Auge. 
Der  Mittelpunkt  dieses  Elementes  erleidet  bei  der  Verrückung  eine 
Verschiebung  rr^  =  t z[jc k].  Außerdem  geht  diese  Kugel  wegen  (x) 
in  ein  Ellipsoid  über,  dessen  größte  Achse,  längs  welcher  die 
größte  Dehnung  stattfindet,  einen  Winkel  von  45°  mit  k^  bildet, 
im  Sinne  des  Uhrzeigers,  falls  man  längs  r  blickt.  Die  mittlere 
Achse  (Dilatation  =  0)  fällt  mit  r  zusammen.  Längs  der  kleinsten 
Achse  findet  die  stärkste  Kompression  statt.  Die  Deformation  ge- 
schieht ohne  Volumenänderung. 

Die    Dilatationsachsen    erleiden,    wie    schon    erwähnt,    eine 

Drehung  —  r;2k  um  k  und  eine  solche  um  r,  welche  gleich  -_-  ist, 

also  unabhängig  von  e. 

Da  auf  ein  zu  r  senkrechtes  Flächenelement  keine  Spannungen 
wirken,  so  muß  wegen  (t)  der  Zylinder,  falls  auch  auf  seine  Mantel- 
fläche keine  Kräfte  wirken  sollen,  ein  Kreiszylinder  sein. 

Wir  wollen  dies  von  jetzt  ab  annehmen  und  den  Radius  des 
Zylinders  durch  R  bezeichnen. 
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Es  folgt  dann  wegen  (a)  und  (v)  für  die  Formänderungsarbeit 

t  X  R 

(y)    A^K^x^xJrHv^K^nhJx^xJr^dr^^^^^^^ 

0  V  0  0 

Die  Kraft  |l^  in  (w)  hängt  nicht  von  e  ab,  folglich  ist  sie  die 
gleiche  auch  auf  /j  (Fig.  7)  und  muß  gleich  sein  den  äußeren 
Kräften,  damit  die  angenommene  Verschiebung  (e)  zustande  kommt. 
Der  Betrag  des  Momentes  dieser  Kraft  ist 

m^Kxr ^=-      ^     . 

Infolgedessen  ist  die  gesamte  Arbeit  bei  der  Verdrehung  des 
Zylinders,  da  wir  fi  als  fest  angenommen  haben,  gleich 

A  ^JJ  mdg>df  =  -^ — ^— 

d.  h.  gleich  dem  Ausdruck  (y). 

Der  Betrag  des  gesamten  Momentes  ist 


(z)  Jf=  I  mdf-^ 


KxxB* 


2 

a' 

Da  M  nicht  von  h  abhängt,  so  können  wir  die  gewonnenen 
Resultate  auch  auf  einen  Ej*eiszylinder  mit  beliebigen  h  anwenden, 
indem  wir  in  bekannter  Weise  den  Zylinder  in  Schichten  senk- 
recht zur  Achse  einteilen  und  auf  jede  Schicht  die  obigen  Er- 
örterungen übertragen. 


Kapitel  IV. 

Flüssige  Korper. 

21.  Dilatationsgeschwindigkeiten  und  einige  kinema- 
tische Betrachtungen.  Wir  denken  uns  die  Lage  jedes  Flüssig- 
keitsteilchens der  gesamten  Flüssigkeit  für  den  Zeitpunkt  t  ge- 
geben und  wollen  im  Sinne  von  Nr.  14  dies  als  erste  Lage  be- 
zeichnen. Die  entsprechende  Geschwindigkeit  eines  Flüssigkeits- 
teilchen sei  nach  Größe  und  Richtung  durch  ö  bezeichnet.  Die 
zweite  Lage  soll   derjenigen  entsprechen,  welche  der  Flüssigkeit 
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nach  der  sehr  kleinen  Zeit  dt  zukommt.  Dann  ist  die  Verrückimg 

(a)  ü  =  udt 

sehr  klein,  und  wir  können  die  in  Nr.  14  für  homogene  Deforma- 
tionen abgeleiteten  Beziehungen  hier  anwenden,  indem  wir  a  durch 

(a)  gegeben  annehmen. 

Setzen  wir  deshalb  für  a  in  (28),  resp.  (29)  Nr.  14  den  Aus- 
druck (a)  und  teilen  durch  dt^  was  gestattet  ist,  da.  dt  konstant 
für  die  ganze  Flüssigkeitsmenge  ist,  so  erhalten  wir 

(1)  divi)r  =  r,  4-^;  + a;  =  d', 

wo  demnach  D'  die  Geschwindigkeit  der  Volumendilatation  be- 
deutet und  die  l'  die  Dilatationsgeschwindigkeiten  längs 
den  Achsen  des  Dilatationsellipsoids.   Es  ist  also 

(b)  l'=Xdt. 

Ganz  analog  erhalten  wir  für  die  Drehgeschwindigkeit  m  der 
Dilatationsachsen,  mit  Berücksichtigung  des  in  Anschluß  an  (q) 
Nr.  14  Gesagten, 

(c)  Ui  =  |rotoiy 

und  statt  (25)  Nr.  14  für  den  Tensor  der  Dilatationsgeschwindig- 
keiten 

(2)    C'=  (roV)ir  +  j  [torototi]  =  ito  •  ik[  -f  ir^   u;  -f  kro  •  U[, 
wo 

(d)  €  =  €'dt 

ist.  Hier  fallen,  wie  auch  in  Nr.  14,  i,  j  und  h  mit  den  Richtungen 
der  Dilatationsachsen  eines  Volumenelementes  der  Flüssigkeit  im 
Zeitpunkt  t  zusammen. 

Wir  wollen  uns  dieses  Volumenelcment  als  Kugel  denken  und 
während  der  Zeit  t  bis  t  -\-  dt  verfolgen.  Aus  den  nach  (26) 
Nr.  14  folgenden  Erörterungen  ersehen  wir,  daß  sich  diese  Kugel 
in  ein  Ellipsoid  deformiert,  dessen  Achsen  die  Dilatationsachsen 
sind.  Dieses  Ellipsoid  verschiebt  sich  als  starrer  Körper  um 
ti  =  vdt  und  erfährt  nachträglich  eine  Drehung  wdt  \xm  den 
Mittelpunkt.  Diese  Betrachtungen  können  wir  auf  alle  Volumen- 
elemente übertragen ;  wir  haben  somit  den  Übergang  der  Flüssig- 
keit von  der  ersten  in  die  zweite  Lage,  d.  h.  von  t  his  t  •{■  dt^ 
verfolgt. 
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Wir  wollen  nunmehr  diese  zweite  Lage  als  erste  betrachten 
und  als  zweite  diejenige,  die  dem  Zeitpunkt  t  -{-  2di  entspricht. 
Fassen  wir  wieder  unser  kugelförmiges  Volumenelement  ins  Auge, 
so  ersehen  wir,  daß  es  in  dieser  neuen  ersten  Lage  eine  andere 
Stelle  des  Raumes  eingenommen  hat,  zu  einem  Ellipsoid  ver- 
wandelt ist  imd  sich  um  wdt  gedreht  hat,  wodurch  die  Lage  der 
Dilatationsachsen  bestimmt  ist.  Aus  diesem  Ellipsoid  schneiden 
wir  eine  Kugel  heraus,  mit  dem  Mittelpunkt  im  Mittelpunkt  des 
Ellipsoids  und  verfolgen  nun  die  Bewegung  und  Deformation 
dieser  Kugel  zwischen  den  Zeitpunkten  t  -]r  dt  und  t  +  2dt.  Aus 
der  Kugel  wird  wieder  ein  Ellipsoid,  dessen  Achsen  die  neuen 
Dilatatiousachsen  sind.  Diese  Achsen  brauchen  aber  nicht  mit  den 
früheren  Dilatationsachsen  zusammenfallen,  d.  h.  sie  können  durch 
andere  Teilchen  der  Flüssigkeit  gehen. 

Es  werden  sich  also  im  allgemeinen  die  Dilatationsachsen 
relativ  zu  den  Teilchen  gedreht  haben.  Bezeichnen  wir  die  Werte 
von  »  und  m  für  den  Zeitpunkt  t  -\-  dt  durch  v^  und  njj,  so  er- 
fährt das  letztbetrachtete  Ellipsoid  eine  Parallelverschiebung  tf^dt 
und  eine  Drehung  Widt. 

Zerteilen  wir  jetzt  ein  endliches  Zeitintervall  in  sehr  kleine 
Zeitelemente,  so  können  wir  die  Bewegung  eines  Volumenelementes 
binnen  einer  endlichen  Zeit  verfolgen  immer  von  Kugel  zum 
Ellipsoid,  dann  wieder  von  einer  Kugel  zum  Ellipsoid  usw.  Unter 
Berücksichtigung  von  dem  im  Anfang  Nr.  14  Gesagten,  daß  wir 
uns  ebensogut  erst  die  Kugel  verschoben  und  gedreht  imd  dann 
zum  Ellipsoid  deformiert  denken  können,  kommen  wir  hierbei  zu 
folgender  Anschauung  der  Bewegung  einer  Flüssigkeit. 

Der  Mittelpunkt  der  Kugel,  resp.  des  Ellipsoids,  welcher 
ständig  mit  einem  bestimmten  Punkt  der  Flüssigkeit  verbunden 
bleibt,  bewegt  sich  mit  der  Geschwindigkeit  v.  Die  Dilatations- 
achsen drehen  sich  relativ  zur  Kugel  und  außerdem  zusammen  mit 
der  Kugel,  resp.  dem  Ellipsoid  mit  einer  Geschwindigkeit  nr,  welche 
für  jeden  Augenblick  dem  zum  Mittelpunkt  gehörenden  Wert  von 
jrota  gleich  ist  (deshalb  auch  der  Index  q  in  (c),  welchen  wir 
weiterhin  weglassen  werden).  Ist  im  speziellen  Fall  ständig  j»  =  0, 
so  besagt  dies,  daß  es  nur  eine  zur  Kugel  relative  Drehung  der 
Dilatationsachsen  geben  kann,  während  die  Kugel,  resp.  das 
Ellipsoid  sich  nicht  drehen  wird. 

Wir  haben  deshalb  bei  der  Bewegung  einer  Flüssigkeit  fol- 
gende Ausdrücke  zu  beachten 
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(e)  div  9  =  7)' 
und 

(f )  itr  =  l"  rot  t). 

22.  Beziehungen  zwisclien  substanziellen,  lokalen  und 
stationären  Änderungen.  In  Nr.  21  verfolgten  wir  die  Bewe- 
gung eines  Flüssigkeitselementes  und  sahen,  daß  in  bezug  auf 
dieses  sich  u  und  w  ständig  änderten.  Eine  solche  Änderung  be- 
zeichnet man  als  substanzielle.  Anderseits  kann  man  auch 
einen  Punkt  des  Raumes  festhalten  und  daselbst  die  sogenannten 
lokalen  Änderungen  untersuchen.  Im  allgemeinen  können  wir 
also  von  einer  substanziellen  und  von  einer  lokalen  Änderung  einer 
Eigenschaft  eines  sich  mit  der  Geschwindigkeit  u  bewegenden 
Trägers  sprechen.  Diese  Eigenschaft  kann  vektorieller  Natur  sein, 
wie  z.  B.  v  und  m,  oder  skalarer  Natur,  wie  z.  B.  die  Dichte. 

Die  lokale  Änderung,  bezogen  auf  die  Zeiteinheit,  bezeichnen 

wir  durch  ö-:  und  die  substanzielle  durch  -,-  • 
ot  dt 

Wir  denken  uns  jetzt  einen  Träger  mit  der  Geschwindigkeit 
V  und  den  Eigenschaften,  welche  durch  a  und  ^  ausgedrückt  sein 
sollen.  Dieser  Träger  stellt  demnach  ein  Feld  der  Größen  a  und 
;2C  vor,  welches  mit  der  Zeit  veränderlich  ist. 

Bezeichnen  wir  durch  a^  und  ;3(j  die  Werte  von  a  und  ^  fElr 
einen  Punkt  P  des  Raumes  im  Moment  t,  so  waren  diese  Größen 
im  Moment  t  —  dt,  im  Punkte  P,  gleich 

(a)  a[  =  «1  -  ^^^  •  dt,     X,  =  :^i-  ^f  dt. 

Für  einen  anderen  Punkt  P'  des  Raumes,  welcher  von  P  in 
der  sehr  kleinen  Entfernung  dx  Hegt,  erhalten  wir,  auch  für  den 
Moment  t  —  dt,  unter  Vernachlässigung  von  kleinen  Größen  höherer 
Ordnung, 


(b) 


«j  =  a[  +  dr  Va[  =  a^  — ^    dt  -f  dx  Va 

^1  =•  ^[  +  (^r V) X,  =  X-  ai  dt  +  (drV) ;3(. 


Bezeichnet  P'  den  Punkt  des  Raumes,  wo  dasjenige  Teilchen, 
welches  im  Moment  t  sich  in  P  befindet,  im  Moment  t  —  dt  be- 
funden hat,  so  ist  dx  '=  —  ndt.  Hieraus  ergeben  sich  die  sub- 
stanziellen Änderungen  zu 
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dt  dt       '      dt  °"         dt 

oder  wegen  (a)  und  (b) 
/t%\  da       da    ,      —,  d^       d%   ,    /  r7\  ^ 

(•^)        dt  =  ät  +  ''^'''    <*«  =  w  +  ("^) ^- 

Die  zweiten  Glieder  auf  der  rechten  Seite  nennt  man  statio- 
näre Änderungen.  Deshalb  ist  die  substanzielle  Änderung  gleich 
der  Summe  der  lokalen  und  der  stationären  Änderung. 

Wir  wollen  jetzt  die  Änderung  der  Integrale 

C=f:3idi  und  ß=f:Xdf 
t  / 

berechnen,  unter  der  Voraussetzimg,  daß  sich  /  und  /  zusammen 
mit  dem  Träger  bewegen  und  sich  hierbei  deformieren.  ^ 

Es  sei  12  die  Kurve  /  (Fig.  10)  im  Moment  i  und  34 
dieselbe  Kurve  im  Moment  t  —  dt.  Das  Linienintegral 
längs  12  für  den  Moment  t  —  dt  ist 
3  s 

(c)  c,=^j  :xdi-f^-^didt  Hg 

1  1  Pig.  10. 

falls  ;3C  und  ebenfalls  «^  sich  auf  den  Moment  t  beziehen. 
dt 

Verbinden  wir  jetzt  1  mit  3  und  2  mit  4,  so  daß  13  und  24 

uns  die  Wege  der  Endpunkte  von  l  in  der  Zeit  dt  angeben,  und 

nehmen   das  Linienintegral  längs  der  geschlossenen  Kurve  1243 

in  Richtung  der  Pfeile,  für  den  Moment  t  —  dt,  so  erhalten  wir 

aus  (c)  und  dem  Stokes sehen  Satz 

2  14 

{d)Jroi7idf-Jrot^^^dfdt  =  C^  - J^'^l  +J  ^'"^^  ~S^"^^' 

4.  fi  Z 

WO 

(e)  .;X'=;^-^(i< 

bedeutet  und  ;3C"  den  Wert  von  ^  auf  34  im  Moment  t  —  dt. 
Hieraus  folgt,  daß  das  letzte  Integral  in  (d)  nichts  anderes  ist 
als  der  Wert  C'  von  C  für  die  Lage  der  Kurve  l  im  Moment  t—dt. 
Deshalb  ist  die  gesuchte  Änderung  von  C,  auf  die  Zeiteinheit  be- 
^ogen,  gleich  ^C-C' 

^>  dt   ~     dl     ' 
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Die  positive  Richtung  von  df  ist  durch  die  ümlaufsrichtung 
gegeben,  und  wir  können  infolge  der  Richtung  von  v  (Fig.  10) 
schreiben 
(g)  df=[vd[]dt. 

Bezeichnen  wir  durch  v^  und  »g  die  Geschwindigkeiten  der 
Bewegung  der  Endpunkte  von  l,  so  können  wir  im  ersten  und 
zweiten  Integral  auf  der  rechten  Seite  von  (d)  d[  durch  v^dt^  resp. 
rj^dt  ersetzen.  Wegen  der  Kleinheit  von  13  und  24  können  wir  v^ 
und  tJg  und  ebenfalls  die  Werte  von  ;X  daselbst  als  konstant  an- 
nehmen und  letztere  gleich  X^  und  ^^  setzen.  Hieraus  und  aus  (g) 
erhalten  wir  statt  (d)  unter  Vernachlässigung  von  kleinen  Größen 
höherer  Ordnung 

4  8 

(h)      C  =fX'd\  =  (;2Citri  -  :^^v;)  dt  +  Ol  -/[rota, »]  d\  dt, 

8  1 

oder  da  ^ 

1 
ist,  so  folgt  hieraus  und  aus  (h)  und  (f) 

(^)      ij^'^^  =/  { ^ + ^^o  +  M  ^' »] }  <*'• 

i  i 

Haben  wir  es  mit  einer  geschlossenen  Kurve  L  zu  tun,  so  ergibt 
sich,  unter  Berücksichtigung  von  (89)1, 

(5)  ^Jmi  =/{  ^  +  [rota,  »]}  dl. 

Ganz  analog  erhalten  wir  den  Ausdruck  -tt  y  f^a-Us   wir  den 

G au  ß  sehen  Satz  auf  die  Oberfläche  desjenigen  Raumes  anwen- 
den, den  die  Fläche  /"innerhalb  der  Zeitpunkte  t  —  dt  und  t  be- 
strichen hat. 

Es  ist 


/  / 

Ist  die  Oberfläche  geschlossen,  so  folgt  hieraus  mit  Hilfe  < 
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oder  nach  dem  G  au ß sehen  Satz 
d 


w 


d 


'    Aivaeii;  =   r  {  ^--  H-  div(iidiv;3l)  )  dv. 


Setzen  wir  jetzt  div  :3l  ==  a  und  verstehen  unter  a  einen  beliebigen 
Skalar,  so  liefert  (8) 


(9) 


I^Jaä.  =ß]  +  aiva,}  ..  =/!>.  +/«,.( 


23.  Kontiniiitätsgleicilung.  Bewegxmgsgleichungen  einer 
Flüssigkeit.  Setzen  wir  in  (9j  a  =  konst.,  nehmen  v  als  sehr 
klein  an,  teilen  (9)  durch  v  und  gehen  dann  zur  Grenze  v  =  0 
über,  so  erhalten  wir 

(a)  ^  =  diTB=2)', 

d.  h.  die  Geschwindigkeit  der  Volumendilatation.    Ist  die  Dichte 
im  betreffenden  Punkt  der  Flüssigkeit  gleich  q,  so  wird  das  kleine 
Volumen  v  ständig  die  Masse  qv  enthalten.    Es  ist  deshalb 
dgv        ^  dv    .       dg 

Die  Division  dieses  Ausdruckes  durch  v  ergibt  wegen  (a) 

(10) 

oder  wegen  (3) 

(10a)  ^  +  »V^  +  9  div»  =  0 

oder  endlich  infolge  (54)1 

(10b)  ||-fdiv^ii  =  0. 

Gleichung  (10)  nennt  man  die  Kontinuitätsgleichung  einer 
Flüssigkeit. 

Wir  gehen  jetzt  zu  der  Bewegungsgleichung  einer  Flüssig- 
keit über. 

Solange  wir  die  Reibung  vernachlässigen,  können  wir  von 
Kräften  absehen,  die  auf  ein  innerhalb  der  Flüssigkeit  gelegenes 
Flächenelement  tangential  wirken.  Es  kommen  nur  Normalspan- 
nungen vor,  die  hier  als  Drucke  auftreten. 


(10)  ^  +  9div,  =  0 
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Wir  erhalten  deshalb  als  Spannung 

(11)  ^  =  -pn 

und  aus  (1)  Nr.  11  infolge  von  (44)1  als  Volumenkraft 

(12)  Ä  =  -  Vi). 
Demnach  schreiben  wir  statt  (2)  Nr.  11 

(13)  p^  =  p«_V^ 

oder  da  hier  die  substanzielle  Änderung  gemeint  ist 

(13a)  ^|^  +  ^(irV)tr  =  ^a5-Vi> 

oder  endlich  infolge  (70)  I 

(13b)  (>-^H-^-^-(>[<»rottr]  =  0®  —  V^?. 

Berücksichtigen  wir  noch  (f)  Nr.  21,  so  können  wir  auch 
statt  (13  b)  schreiben 

(13c)  ^^^  +  ^lf-2Q[«m]  =  Q®-yp- 

Die  Gleichungen  (13)  stellen  die  gewöhnlichen  hydrodynami- 
schen Gleichungen  einer  reibungslosen  Flüssigkeit  in  der  soge- 
nannten Eul ersehen  Form  dar. 

Ist  es  nicht  gestattet  die  Reibung  zu  vernachlässigen,  so  muß 
man  die  tangentialen  Kräfte  berücksichtigen.  Man  nimmt  in  diesem 
Fall  an,  ähnlich  wie  bei  den  Spannungen  in  Nr.  15,  daß  die 
Hauptdrucke  mit  den  Richtungen  der  Dilatationsachsen  zusammen- 
fallen und  lineare  Funktionen  der  Dilatationsgeschwindigkeiten 
Aj,  ^2  und  Xg  sind.    Und  zwar  setzt  man 

161=  —  p  —  ^  (w,  div  w  +  2fik[ 
^3= p  —  iiidiYn  +  2(iX'^, 

wo  /LI  den  Koeffizienten  der  "inneren  Reibung  bedeutet. 

Bezeichnen  wir  durch  Cj  einen  Tensor,  der  aus  (2)  gebildet 
ist  indem  Tq  durch  n  ersetzt  wird,  so  ist 

(15)        <  =  (n  V)  0  +  i  [n  rot »]  =  (n  V) »  +  [nw]  = 

=  in  •  l^',  +  In  •  Ug  -f  Hn  •  kk'^. 


BewegungBgleichang  in  reibender  Flflssigkeii.  65 


Deshalb  folgt  aus  (9)  Nr.  12,  (14)  und  (16) 

(16)  |)  ==  _  „(p  4-  *ftdiv0)  +  2^< 
oder 

(16a)    p  =  -  n(jp  -i--J|iAdiv9)  -f  2fi{nV)v  -f  ^[nrotn]. 

Analog  (36  a)  und  (35  a)  Nr.  16   erhalten  wir   für   die  normale 
Kraft  II  und  die  tangentiale  Kraft  ^  die  Ausdrücke 

(17)  11  =  -  n(i)  +  -Jf*divii)H-  2|it(nV)n  •  on 
und 

(18)  8:  =  /^[iirotii]4-  2|ii(nV)[n[on]]. 

Erinnere  wir  uns  des  Überganges  von  (33)  zu  (37)  Nr.  15, 
so  können  wir  wegen  (16  a)  statt  (2)  Nr.  11  schreiben 

(19)  9jt+Q    2    —  ^[»'roto]  =  ^(5  —  Vp  —  liüVdiv»  -j- 

H-  2/u.V^o  +  jürot*» 

unter  der  Voraussetzung,  daß  fx  konstant  ist.    Statt  (19)  er- 
halten wir  wegen  (79a)I 

(19a)  Q^  -f  Q^^*  -  Q  [orotu]  =  ^<5  -  Vi?  -f  |  Vdivu  +  ^  V^u. 

Ist  |it  =  0,  so  gehen  die  Gleichungen  (16)  und  (15)  in  (13)  und 
(11)  über. 

24.  Energiegleichungen.  Wir  nehmen  jetzt  an,  die  Fem- 
kraft (5  sei  konservativer  Xatur,  d.  h.  von  einem  Potential  —  o 
ableitbar,  wie  z.  B.  die  Schwerkraft. 

Dann  ist  die  potentielle  Energie  einer  Volumeneinheit  der 
Flüssigkeit  Qoa  und 

(a)  (5  =  _Vw. 

Außerdem  ist 

(•>)  .|f  =  o, 

d.  h.  fOr  einen  und  denselben  Punkt  des  Raumes  ist  die  potentielle 
Energie  der  Masseneinheit  der  Flüssigkeit  konstant. 

Die  kinetische  Energie  der  Volumeneinheit  der  Flüssigkeit  ist 

---•    Deshalb  ist  die  ganze  Energie  pro  Volumeneinheit 
(c)  e-'^  +  Qto 
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und  diejenige  der  gesamten  Flüssigkeit 
(d)  ~  E^Jedv. 

V 

dE 

Wir  bestimmen  jetzt  -rr  unter  der  Voraussetzung,  daß  sich 

innerhalb  V  immer  dieselbe  Flüssigkeitsmenge  befindet,  d.  h.  die 
Oberfläche  F  von  V  bewegt  sich  mit  der  Flüssigkeit. 
Ersetzen  wir  a  in  (9)  durch  e,  so  folgt 

V 

oder  unter  Berücksichtigung  von  (a),  (b),  (c)  und  (10  a) 

(f)         f=-^.<^^+/(|f  +  fv,V- 

V  V 

Multiplizieren  wir  (19  a)  skalar  mit  »  und  setzen  den  so  er- 
haltenen Ausdruck  in  (f)  ein,  so  erhalten  wir 

(20)  ^^|^=  j[^tiV6iNrs-\-iir^VH-vVp\dv. 

V 

Infolge  (74)  I  ist 

(g)  2xj(nV)»  =  nVü* 

imd  außerdem  haben  wir 

uV  div  u  =  div  (ii  div  »)  —  (div  ü)* 

(h)  ü  rot^  D  =  div  [rot  ii,  ti]  +  (rot  Xif 

tiV^  =  div  mp  —  p  div  v. 

Ersetzen  wir  in  (20)  öV^u  durch 

—  öV^ü  +  2tiV^0  =  urot^ii  — uV  div»  -|-  2öV^u, 

so  erhalten  wir  auf  Grund  von  (g),  (h)  und  (16  a),  mit  Hilfe  des 
G  au ß sehen  Satzes,  nach  einigen  leichten  Umformungen, 

(21)  ^~  =  jl^ridf  +  jp  div  }idv  -  iwdv, 

F  V  V 

WO 

(22)  Tr  =  ft  { div  Vu«  -  2 u V^»  -  (rot  »)^  -  \  (div  »)» ) 
bedeutet. 
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Ganz  analog,  wie  wir  in  Nr.  16  von  (40)  zu  (42)  übergegangen 
sind,  können  wir  auch  hier  mit  Hilfe  von  €  Nr.  21  statt  (22) 
schreiben 

(23)  TT  -  2^  (l'J  +  A'«  +  i'l)  -  ^  (dir  »)• 
oder 

(23a)     TT  -  i  M  (r,  -  i',)'  +  (A-,  -  i',)'  +  (i',  -  X',)' ) . 

Ist  die  Flüssigkeit  inkompressibel,  also  div  »-»0,  so  haben  wir 

—  20V*ö  =  2örot*» 
oder  wegen  (h) 

(i)  —  2»V*ii  =  2  div  [rot  »,  »]  +  2  (rot  »)*. 

Infolgedessen  erhalten  wir  für  diesen  Fall  aus  (22),  (g)  und 
mit  Hilfe  des  6a uß sehen  Satzes 

(24)  fWdv  =  2|i*  /'ü(nV)»+  2/;t  Ai[nrot»]^/-H-  ^  /■(rotii)*rfv. 

V  >•  >'  K 

Wir  wollen  jetzt  die   lokale   Änderung   von  E  bestimmen, 

d.  h.  -«7-.    In  diesem  Fall  bedeutet  F  ein  Volumen  des  Raumes 
ot 

mit  unbeweglicher  Oberfläche  F,    Es  ist  also 

Führen  wir  diese  Rechnung,  welche  sich  ganz  analog  gestaltet, 
wie  diejenige  von  (21),  aus  und  beachten  (lOb),  so  erhalten  wir 

(25)  ^-^ jendf  +  J^vdf-i-JpdlYvdv—Jwdv. 

In  (21)  bewegt  sich  F  mit  der  Flüssigkeit.    Es  findet  also 

keine  Strömung  durch  F  statt.    In  (25)  haben  wir  eine  Strömung 

durch  Fy  da  diese  Fläche  unbeweglich  ist    Nehmen  wir  auf  F  in 

(21)  »  =  0  an,  so  ist  dort  F  als  unbeweglich  zu  betrachten,  und 

es  muß  sein 

dE       dE 

dt  "  dt  ' 

Dies  bestätigt  auch  ein  Vergleich  von  (21)  und  (25). 

6* 
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Nehmen  wir  außerdem  die  Flüssigkeit  als  inkompressibel  und 
homogen  an,  so  ist  -^--  =  0  wegen  (b)  und  weil  ^  =  konst.  ist; 
und  wir  erhalten  aus  (21),  (25)  und  (c) 
dE       dL       BL  r 

(26)  d*  =  df  =  ar  =  -j^^^^» 

V 

wo  L  die  gesamte  kinetische  Energie  bedeutet. 

Infolge  (24)  können  wir  statt  (26)  auch  schreiben 

(26  a)  ^  =  ^=_^JVot,)»dt.. 

V 

Diese  Beziehung  ist  also  gültig  für  eine  inkompressible  homo- 
gene Flüssigkeit  innerhalb  eines  Volumens  V  mit  unbeweglicher 
Oberfläche,  auf  welcher  n  =  0  ist. 

Wii*  kehren  jetzt  zur  Gleichung  (25)  zurück  und  nehmen  an, 
daß  innerhalb  der  unbeweglichen  Oberfläche  F  die  Strömung 
stationär  ist.  Dann  verschwindet  die  linke  Seite  von  (25),  und 
wir  erhalten 

(27)  fetfdf=fytfdf  ■\-fp  div  ifdv  —fwdv. 

F  F  V  V 

Ist  die  Flüssigkeit  inkompressibel,  so  folgt  hieraus  and  aus 
(24)  und  (16  a) 

(27a)   fevndf=  —  fpvndf  —  (Lt/ii[n  rot  v]df—fi  /"(rot u)* rfv. 

F  F  F  V 

Aus  (23a)  ergibt  sich,  daß  W  wesentlich  positiv  ist  Diese 
Funktion  zeigt  die  Dissipation  der  Energie  infolge  der  Rei- 
bung pro  Volumen-  und  Zeiteinheit  an  und  folglich  die  Ge- 
schwindigkeit der  Erzeugung  von  Wärme.  Das  erste  Glied  rechter 
Hand  in  (21)  stellt  die  Arbeit  der  äußeren  Oberflächenkräfte  dar, 
und  das  zweite  Glied  ist  die  Arbeitsleistung  des  inneren  Druckes 
bei  der  Ausdehnung  der  Flüssigkeit. 

25.  Strömung  und  Zirkulation.  Wirbel  und  Quellen. 
Das  Linienintegral  der  Geschwindigkeit  tf  längs  einer  Kurve  nennt 
man  die  Strömung  der  Flüssigkeit  entlang  der  Kurve.  Im  Falle 
einer  geschlossenen  Kui've  heißt  der  Wert  des  Integrals  die  Zir- 
kulation in  dieser  Kurve.  Ist  die  Zirkulation  überall  gleich  Null, 
80  bedeutet  dies,  auf  Grund  von  Nr.  20  I,  daß  die  Geschwindig- 
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keit  ein  Potential  besitzt.  Die  Flüssigkeit  selbst  hat  eine  Poten- 
tial-Bewegnng,  und  das  Feld  des  Vektors  n  ist  ein  lamellares. 
Ist  nur  in  einem  Teil  der  Flüssigkeit  rotn  =  0,  während  in  dem 
anderen  rot  0  4*0  ist,  so  wissen  wir  aus  Nr.  30  I,  daß,  bei  Stetig- 
keit von  0,  beide  Teile  einen  mehrfach  zusammenhängenden  Raum 
bilden  müssen. 

Bedeutet  F  in  Fig.  1 1  die  Oberfläche  der  Flüssigkeit,  so  kann 
derjenige  Teil  derselben,  wo  rot »  +  0  ist,  z.  B.  aus  einer  Röhre  «6 
bestehen,  die  an  der  Oberfläche   der  Flüssigkeit 
ihren  Anfang  und  ihr  Ende  hat,  oder  aus  einem 
geschlossenen  Ring  JR  usw. 

Die  Zirkulation  in  einer  Kurve  um  die  Röhre 
herum  ist 

(a)  fvdi  =  frot  vdf, 

L  / 

wo  f  den  Querschnitt  der  Röhre  bedeutet,  gebildet         ^^«-  ^*- 
durch  eine  Fläche  mit  L  als  Randkurve. 

Liegt  L  ganz  auf  der  Oberfläche  der  Röhre,  so  ändert  sich 
hierbei  die  rechte  Seite  von  (a)  nicht.  Da  aber,  nach  Voraus- 
setzung, die  Zirkulation  nicht  Null  ist,  so  folgt  hieraus,  daß  die 
Summe  der  zur  Oberfläche  des  Rohres  tangentialen  Komponenten 
von  0,  jede  multipliziert  mit  dem  entsprechenden  Linienelement 
nach  einer  Richtung  hin  überwiegt.  D.  h.  die  Flüssigkeit  inner- 
halb des  Rohres  hat  eine  Tendenz,  sich  um  die  Achse  des  Rohres 
zu  drehen.  Auf  Grund  der  drehenden  Bewegung  des  Wassers, 
welche  wir  oft  Gelegenheit  haben  zu  beobachten,  imd  welche  unter 
dem  Namen  „Wirbel"  bekannt  ist,  bezeichnet  man  obige  Bewegung 
der  Flüssigkeit  innerhalb  der  Röhre  als  wirbelnde. 

Als  Maß  des  Wirbels,  auf  die  Einheit  der  Fläche  bezogen, 
nimmt  man  wegen  (a)  und  (f)  Nr.  21  den  Vektor  m  an  und  be- 
zeichnet denselben  schlechtweg  als  Wirbel.^) 

Es  ist  deshalb 

(b)  Zirkulation  »=/»di  =  2  /mdf. 

Wir  können  demnach  den  Teil  des  Feldes,  wo  rot  ti  4=  0  ist, 
als  Wirbelfeld  bezeichnen  und  denjenigen,  wo  rot  n  =  0  ist, 
wo  also  ein  Geschwindigkeitspotential  existiert,  als  wirbelfrei. 


1)  Einige  Autoren  bezeichnen  als  Wirbel:  m  »  rot  0. 
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Deshalb  ist  ah  oder  R  in  Fig.  11  eine  un geschlossene  resp.  ge- 
schlossene Wirbelröhre.  Ist  der  Querschnitt  einer  solchen  Wirbel- 
röhre klein,  so  spricht  man  von  Wirbelfaden.  Das  Produkt  iSfdf 
nennt  man  die  Stärke  eines  Wirbelfadens. 

Ganz  analog  wie  man  für  tj  die  Vektorlinien  ziehen  kann,  ist 
dies  auch  für  m  innerhalb  einer  Wirbelröhre  möglich.  Diese 
Wirbellinien  werden  niemals  aus  der  Wirbelröhre  heraustreten 
können.  Denn  wäre  dies  der  Fall,  so  hätte  w  eine  zur  Oberfläche 
der  Röhre  normale  Komponente,  und  infolgedessen  wäre  die  Zirku- 
lation nicht  Null  in  einer  Kurve,  die  auf  der  Oberfläche  der  Röhre 
liegt,  ohne  dieselbe  zu  umschließen.  Deshalb  sind  die  Wirbellinien 
geschlossene  Kurven  oder  endigen  an  der  Oberfläche  der  Flüssigkeit. 

Die  Oberfläche  eines  Wirbelfadens  wird  aus  Wirbellinien  ge- 
bildet, die  man  sich  durch  die  Randkurve  von  df  gezogen  denken 
muß.  Hieraus  folgt  sofort  mit  Hilfe  analoger  Überlegungen  wie 
in  Nr.  29  1,  da  div  rot  ö  =  0  ist,  daß  die  Stärke  des  Wirbelfadens 
entlang  dem  Faden  konstant  ist  und  der  Betrag  des  Wirbels  um- 
gekehrt proportional  dem  Querschnitt  des  Fadens. 

Diese  Erörterungen  gelten  selbstverständlich  nur  für  einen 
bestimmten  Zeitpunkt.  Im  nächsten  Moment  können  sich  die  Ver- 
hältnisse ändern  und  insbesondere  die  Beziehungen  zwischen  dem 
wirbelnden  und  wirbelfreien  Teil  des  Feldes.  So  z.  B.  kann  ein 
wirbelndes  Flüssigkeitsteilchen  aufhören  zu  wirbeln  und  umgekehrt 
ein  wirbelfreies  Teilchen  zu  wirbeln  anfangen. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zur  Gleichung  (lO).   Aus  derselben  folgt 

dQ  ,. 

^^=-^dlV0. 

Ist  also  div  u  >  0,  so  bedeutet  dies,  daß  die  Dichte  abnimmt, 
und  zwar  deshalb  weil  in  der  Zeiteinheit  aus  der  Volumeneinheit 
um  Q  div  V  mehr  Flüssigkeit  ausströmt  als  in  die  Volumeneinheit 
einströmt. 

Wir  denken  uns  jetzt  eine  Quelle  von  unendlich  kleiner  Dimen- 
sion, die  in  der  Zeiteinheit  das  Volumen  s  einer  als  inkompressibel 
gedachten  Flüssigkeit  liefert.  Die  Masse  der  von  der  Quelle  ge- 
lieferten Flüssigkeit,  mit  der  Dichte  q  ist  qs.  Sind  n  solcher 
Quellen  in  der  Volumeneinheit  vorhanden,  so  liefert  uns  eine  solche 
Volumeneinheit  die  Masse  m  =  gsn.  Man  bezeichnet  m  als  die 
Ergiebigkeit,  und  aus  dem  bezüglich  q  div  v  Gesagten  ist  es 
klar,  daß 
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(c)  m  =  Qsn  =  Q  div  o 

sein  wird. 

üra  eine  Anwendung  des  Begriffes  der  Ergiebigkeit  zu  geben, 
wenden  wir  uns  zu  dem  Ausdruck  (Hl)  I,  ersetzen  dort  ü  durch  q 
und  nehmen  an,  die  Flüssigkeit  erfülle  den  ganzen  Raum,  ruhe 
im  unendlichen   und  habe  eine  wirbelfreie  Bewegung.    Dann  ist 


»        —  ä/'4 


•-d,. 


Femer  nehmen  wir  an,  nur  in  einem  unendlich  kleinen  Vo- 
lumen V  seien  Quellen  vorhanden  mit  der  Ergiebigkeit 

(e)  m  =-  -     ^v  ^i 

d.  h.  die  Dichte  der  Flüssigkeit  ist  gleich  -  -  angenommen. 

Da  überall,  außer  in  dem  sehr  kleinen  Quellengebiet,  div  0  =  0 
ist,  so  folgt  aus  (d)  unter  Berücksichtigung,  daß  der  Operator  V 
sich  auf  denjenigen  Punkt  bezieht,  füi*  welchen  wir  ü  berechnen 
wollen,  (d.  h.  es  kommt  hierbei  eine  Verschiebung  des  Aufpunktes 
in  Betracht)  wegen  (llO)I 


-Iß' 


7—   f  div  0  V  —  dv  =  —  mv 


Oder,  falls  wir  den  Aufpunkt  in  das  Quellengebiet  verlegen,  also 
von  hier  aus  Tq  rechnen  und  den  Endpunkt  von  r  =  rrQ  als  den 
betrachten,  für  welchen  wir  v  berechnen  wollen, 

(f)  n  =  mv    5  =  —  mvV  —  • 

Bestimmen  wir  hieraus  div»,  so  wird  es  gleich  Null  sein, 
solange  der  Endpunkt  von  r  außerhalb  des  Quellengebietes  liegt. 
Liegt  er  innerhalb  dieses  Gebietes,  so  folgt  aus  (115)1 

(g)  div»  =»  —  wvdivV- —  4;tm, 


r 


was  mit  (e)  übereinstimmt. 
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Ist  F  eine  Fläche  welche  das  Quellengebiet  einschließt,  so 
wird  die  Masse  M  der  Flüssigkeit,  welche  aus  dieser  Fläche  in 
der  Zeiteinheit  ausströmt,  gleich  sein 

(h)  ^-Lß-'f' 

F 

da  die  Dichte  gleich  —  ist.  Augenscheinlich  muß  aber  M=mv 

sein.    Man  überzeugt  sich  leicht  hiervon,  indem  man  (f)  in  (h) 

einsetzt  und  dabei  berücksichtigt,'  daß  V     <if  =  —  do  ist,  wo  do 

den  räumlichen  Winkel  bedeutet,  unter  welchem  man  vom  Auf- 
punkt aus  ein  Flächenelement  df  sieht. 

26.  Die  "Wirbelsätze.  Wir  nehmen  wieder  an,  die  Kraft  (5 
sei  eine  konservative,  nämlich 

(a)  «  «=  -  Vo). 

Teilen  wir  (I9a)  durch  q  und  nehmen  beiderseits  den  rot,  so  er- 
halten wir  infolge  (ä) 

(b)  2  ^  =  -  [V5,  Vp]  +  I  [V  V,  V  div  ti]  -f  V  rot  V^  ö  + 

+  [Vv,V2ji]  +  2  rot  [um], 
wo 

(c)  5  =  i 


/^ 


das  spezifische  Volumen  und 

(d) 

den  kinematischen  Reibungskoeffizienten  bedeuten. 
Beachten  wir,  daß  wegen  (3) 

-3y  +  (»V)u.  =  ^ 

ist,  so  können  wir  statt  (b)  infolge  (79a)I  und  (63)1  schreiben 

(28)    ^^^  =  -  ^  [V5,  Vjp]  +  \  [Vv,  Vdivu]  -  [Vv  rot  w]  + 

-f  (m  V)  u -f  V V^m  —  m  div  », 
da 

(e)  rotV^»  =  -  rot(rot*u)  =  —  2rot*iD  =  2V^ni 

ist 
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Die  linke  Seite  von  (28)  bedeutet  die  substanzielle  Änderung 
des  Wirbels,  d.  h.  die  Änderung  des  einem  bestimmten  Flüssig- 
keitsteilchen zukommenden  Wirbels. 

Wir  wollen  jetzt  die  substanzielle  Änderung  der  Zirkulation 
in  der  Kurve  L  bestimmen.    Aus  (5)  erhalten  wir 


L  L 

oder  wegen  (a)  (19  a)  und  (89)1 

(29)  ^    Adl-    /vV^urfl. 

Ist   die   Flüssigkeit   reibungslos,   also   |ia  =  v  =  0,    und   das 
spezifische  Volumen  eine  Funktion  nur  des  Druckes  i?,  so  ist 


(30) 

v.-gv^, 

und  es 

folgt 

aus 

(28)  und  (29) 

(f) 

dm 

dt 

=  (tnV)»  —  wdiv» 

und 

-     /» 

(g) 

ip'  =  ö- 

Ist  in  einem  Augenblick  «1  =  0,  so  folgt  aus  (f ),  daß  für  das 
betreffen4e  Flüssigkeitsteilchen  der  Wirbel  auch  immer  gleich 
Null  bleiben  wird.  Ist  aber  m  von  Null  verschieden,  so  ersehen 
wir,  daß  in  dem  betreffenden  Flüssigkeitsteil  eben  der  Wirbel  er- 
halten bleibt.  Es  kann  sich  m  wegen  (f )  wohl  ändern,  aber  niemals 
gänzlich  verschwinden. 

Wir  haben  in  Nr.  26  gesehen,  daß  die  Wirbellinien  nie  aus 
einer  Wirbelröhre  heraustreten  können.  Bedeutet  demnach  L  eine 
Kurve,  die  auf  der  Mantelfläche  der  Röhre  liegt,  ohne  sie  zu  um- 
schließen, so  folgt  aus  (g),  daß  die  Wirbellinien  immer  aus  den- 
selben Teilchen  bestehen  und  mit  der  Flüssigkeit  sich  bewegen. 
Dasselbe  gilt  für  einen  Wirbelfaden,  resp.  eine  Wirbelröhre,  denn 
deren  Mantelflächen  bestehen  aus  Wirbellinien. 

Ist  die  Flüssigkeit  außerdem  inkompressibel,  so  stellen  die 
obigen  Erörterungen  die  bekannten  Wirbelsätze  vonHelmholtz  dar. 
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Um  (f)  zu  deuten,  betrachten  wir  einen  Wirbelfaden  und  nehmen 
an,  L  umschließe  denselben.    Dann  ist 

(h)  fvd[=^2wd^ 

L 

und  konstant  längs  dem  Faden  und  wegen  (g)  unabhängig  von 
der  Zeit. 

Die  positive  Richtung  längs  des  Fadens  falle  mit  m  zusammen. 
Vergrößert  sich  tr  in  dieser  Richtung,  so  ist  das  erste  Glied  rechter 
Hand  von  (f )  positiv.  Es  nimmt  deshalb  der  Wirbel  zu,  falls  wir 
vorläufig  vom  zweiten  Glied  rechter  Seite  von  (f)  absehen.  Das 
ist  erklärlich,  wenn  man  bedenkt,  daß  eine  Vergrößerung  von  o 
längs  ur  nichts  anderes  bedeutet,  als  daß  das  betrachtete  Stück 
des  Wirbelfadens  gedehnt  wird.  Da  aber  dieser  stets  aus  den- 
selben Teilchen  besteht,  muß  sich  hierbei  der  Querschnitt  ver- 
kleinem und  infolgedessen  auch  das  Trägheitsmoment  um  die 
Achse  des  Wirbelfadens,  weshalb  die  Rotationsgeschwindigkeit  zu- 
nehmen muß.  Das  ist  im  Einklang  mit  (h).  In  demselben  Sinne 
wirkt  auch  eine  Kompression,  da  div  »  hierlDei  negativ  ist,  wie  aus 
(f )  folgt,  wodurch  auch  das  zweite  Glied  in  (f )  gedeutet  ist. 

Ist  Reibung  vorhanden,  oder  die  Beziehung  (30)  nicht  er- 
füllt, oder  endlich  (B  keine  konservative  Kraft,  so  kann  ein  Ver- 
schwinden resp.  Neubildung  von  Wirbeln  stattfinden. 

Wir  nehmen  z.  B.  an ,  die  Flüssigkeit  sei  inkompressibel  und 
homogen,  aber  mit  Reibung  behaftet.    Dann  ist 

(i)     |i*  >  0;   Vs  =  0;  div  0  =  0;    (>  ==  konst.;   Vv  =  ^iV s  —  0, 

da  wie  immer  ^  als  konstant  angenommen  ist;  und  es  folgt  des- 
halb aus  (28) 
(31)  ^==(iDV)u  +  vV2n,. 

Um  ein  Beispiel  der  Bildung  von  Wirbeln  zu  geben,  denken 
wir  uns  ein  starres  Gefäß,  vollkommen  mit  einer  Flüssigkeit  ge- 
füllt, die  den  Bedingungen  (i)  genügt. 

Zur  Zeit  t  sei  alles  in  Ruhe,  also  rs  und  m  überall  gleich  Null. 
Wir  bewegen  jetzt  das  Gefäß.  Infolge  der  Reibung  erhält  die 
Flüssigkeit  eine  gewisse  Geschwindigkeit  v.  Von  einem  Zeitpunkt 
t^  an  halten  wir  das  Gefäß  fest.  Die  Flüssigkeit  wird  sich  infolge 
der  Trägheit  weiter  bewegen  und  die  kinetische  Energie  wegen 
der  Reibung  dissipiert  werden. 
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Wir  betrachten  jetzt  die  Bewegung  der  Flüssigkeit  vom  Mo- 
ment <j  an.  Wie  es  experimentell  als  höchst  wahrscheinlich  er- 
scheint, findet  an  der  inneren  Fläche  des  Gefäßes  kein  Gleiten 
der  Flüssigkeit  statt.  Nehmen  wir  dies  an,  so  erhalten  wir  aus 
(11 1)1  wegen  (i) 

(h) 


rot    C  Vi  j 


und  da  »  nicht  Null  ist,  so  iat  hierdurch  die  Bildung  von  Wirbeln 
bewiesen. 

Die  Dissipation  der  kinetischen  Energie  erfolgt  laut  der  Be- 
ziehung (26  a),  d.  h. 

(32)  ^^-ii^fm'dv. 

V 

27.  Strömung  um  einen  Wirbelring.  Wir  nehmen  an,  die 
Flüssigkeit  genüge  den  Bedingungen  (i)  Nr.  26,  erfülle  den  ganzen 
Raum  und  ruhe  im  Unendlichen.  Die  Geschwindigkeit  »  soll  überall 
endlich  und  stetig  sein. 

Dann  erhalten  wir  aus  (11 1)1  und  (113)1 

(a)  »  =  rotffl, 

wo 

V 

das  Vektorpotential  bedeutet   und   V  den  von  den  Wirbeln  ein- 
genommenen Raum. 

Außerhalb  V  muß  »  durch  ein  Potential  (p  darstellbar  sein,  d.  h. 

(c)  i>  =  Vcjp  außerhalb  F. 

Das  Wirbelgebiet  bestehe  aus  einem  Wirbelring  mit  unendlich 
kleinem  Querschnitt,  also  aus  einem  geschlossenen  Wirbelfaden. 

Bezeichnet  x  die  Zirkulation  um  den  Faden,  so  ist  wegen  (h) 
Nr.  26 

|-»df. 

Wegen  des  unendlich  kleinen  Querschnitts  des  Fadens  können  wir 
wdv  in  (b)  ersetzen  durch 

mdv  =  nrdf  •  d{  =  _  (fl. 
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wo  di  ein  Linienelement  längs  dem  Faden  mit  der  positiven 
Richtung  von  lo  bedeutet.  Deshalb  erhalten  wir  anstatt  (b),  da 
X  =  konst.  längs  dem  Faden  ist, 

Hieraus  und  aus  (a)  folgt  auf  Grund  von  (129)1 

(e)  ö  =  --^V  fn'^^  df^^VSl. 

^  ''  4:7t     ^  r     '        i7t 

f 

Es  bedeutet  f  eine  Fläche,  deren  Randkurve  der  Wirbelring  ist, 
und  iß  den  räumlichen  Winkel,  unter  welchem  man  den  Ring  vom 
Aufpunkte  aus  sieht. 

Aus  (e)  ergibt  sich,  daß  t»,  außerhalb  F,  sich  tatsächlich  von 
einem  Potential 

(0  <P  =  4> 

ableiten  läßt.  Das  Potential  qp  ist  mehrdeutig,  denn  bei  einem 
Umlauf  um  den  Ring  ändert  sich  ß  um  4  tu. 

Für  die  Dissipation  der  Energie  wird  auch  hier  der  Ausdruck 
(26a)  Gültigkeit  behalten,  und  es  wird  sein 

(g)  -^  =  -^(ij  rßUv. 


dt 


Es  bedeutet  i,  wie  auch  in  Nr.  24,  die  gesamte  kinetische  Energie 
der  Flüssigkeit. 

Infolge  der  Bedingungen,  welchen  die  Flüssigkeit  genügt,  läßt 
sich  die  Energie  L  wegen  (150)  I,  falls  wir  dort  ;}l  durch  »  ersetzen, 
ausdrücken  durch- 

(h)  L  =  I    I  n^dv  ^  Q    I  ^wdv 

oder  infolge  von  (b) 


wo  also  eine  doppelte  Integration  über  den  Wirbelring  auszu- 
führen ist. 
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Anderseits  Iftßt  sich  die  Energie  L^  des  wirbelfreien  Raumes 
wegen  (156)1,  (f)  und  (c)  darstellen 

( k)  X,  =  ±J^^ndf-\-  "^ßndf. 

A  / 

Hier  bedeutet  f  dasselbe  wie  in  (e)  und  /*,  die  Oberfläche  des 
Wirbelringes.  Wegen  (d)  Nr.  24  I  bedeutet  in  (156)  I  und  in 
(k)  das  X  ebenfalls  die  Zirkulation  um  den  Ring. 

Bezeichnen  wir  durch  <I>  das  Volumen  der  Flüssigkeit,  welches 
durch  f  in  der  Zeiteinheit  hindurch  strömt,  den  sogenannten  B'luß 
durch  den  Wirbelring,  so  ist 

(1)  0  =  fvndf. 

Da  der  Wirbelring  unendlich  dünn  und  u  überall  endlich  an- 
genommen ist,  so  können  wir  das  erste  Integral  in  (k)  vernach- 
lässigen und  außerdem  L  ==  L^  setzen.  Wir  erhalten  deshalb 
aus  (i),  (k)  und  (1) 

(33) 


28.  Bewegung  einer  inkompressiblen  Flüssigkeit  im 
Innenraume  eines  Ringes.  Die  Flüssigkeit  genüge  wieder  den 
Bedingungen  (i)  Nr.  26  und  sei  durch  irgendwelche  Mittel  in  Be- 
wegung gebracht,  der  Ring  selbst  aber  festgehalten,  ähnlich  wie 
in  Nr.  26. 

Da  div  V  verschwindet  und  ebenfalls  die  zur  inneren  Obei-fläche 
F  normale  Geschwindigkeit,  so  ergibt  (111)  I  für  diesen  Fall 

(a)  u  =  —-   I  —  cii;  -f-         I  ^     ^  df. 

y  F 

Findet  kein  Gleiten  längs  F  s'tatt,  so   gelangen  wir  zu  dem  be- 
kannten Resultat 


wonach  Wirbel   vorhanden   sein   müssen,   falls   o    von  Null   ver- 
schieden sein  soll. 
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Ist  die  Flüssigkeit  reibungslos,   so  kann  sie  sich  wirbelfrei 
bewegen,  indem  sie  längs  F  gleitet.    Es  ist  dann 


rot 


rM 


Da  hier  tu  =  0  angenommen  ist,  also  t>  —  V9)  ist,  der  Raum 
aber  innerhalb  des  Ringes  ein  zweifach  zusammenhängender  ißt, 
so  können  wir  infolge  (144)  I  statt  (c)  auch  schreiben 

(d)  xr  =  ~  vJipnV  ydf+Ti  rot  J*^, 

wo  X  wieder  die  Zirkulation  innerhalb  des  Ringes  an  ihm  entlang 
und  L  die  Schnittkurve  einer  Fläche  mit  dem  Ring  (siehe  Fig.  20, 
Nr.  24  I)  bedeuten. 

29.  Stationäre  Strömung  in  einem  Zylinder  von  kreis- 
förmigem Querschnitt.  Diesen  Fall  wollen  wir  unter  den  Voraus- 
setzungen untersuchen,  daß  die  Flüssigkeit  den  Bedingungen  (i) 
Nr.  26  genügt,  und  daß  die  Geschwindigkeit  parallel  der  Achse 
des  Zylinders  ist  und  nur  von  dem  Betrage  des  Abstandes 

(a)  r  =  rro 

von  dieser  Achse  abhängt.  Hier  bedeutet  Tq  den  Einheitsvektor 
längs  r,  von  der  Achse  aus  gerechnet.    Außerdem  soll  sein 

(b)  (S;  =  _Va). 
Wir  haben  deshalb 

(c)  »  =  i;k, 

falls  wir  die  5^- Achse  mit  der  Achse  des  Zylinders  zusammenfallen 
lassen,    v  ist  eine  Funktion  nur  von  r.     Aus  (c)  folgt 


rot  ti  =  —  [kVi?] 


(d)  «>=if,[roh] 


oder 

(d) 
und 


rot  «.  =  i  f%ot  [roh]  +  i[v  g  [r.  h]] 
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Es  ist  aber 

rot  [rok]  -  roti-  [rk]  - 1  rotLrk]  +  [V^-  [rk]]-.f  rot[rk]  +  y 

oder  wegen  (h)  Nr.  20 

rot[rok]  =  --- 
Deshalb  ist 
/  \  4  k   (  1  dv   .   d*v\ 

Für  stationäre  Strömung  ist  ^  —  0 ,   und  da  div  ti  =-  0  ist, 

(f)  V^o  =  —  rot*»  ■■ 2  rot  m. 

Deshalb  ergibt  (19  a) 

(g)  9  "2 ^^  f'"'^  =  —  V{Q(a  i-p)  —  2fi  rot  m. 

Multiplizieren  wir  dies  skalar  mit  r^,  so  folgt  wegen  (d)  und  (f) 
(h)  ,.V(,a,+i.)  =  ^(^?>  =  0. 

Wir  bezeichnen  durch  di  ein  Linienelement  einer  zur  Achse 
parallelen  Geraden,  von  der  Länge  l.    Es  ist  dann 

(i)  di  =  hdl. 

Beachten  wir,  daß  sich  v  längs  k  nicht  ändert  und  mit  k  gleich- 
gerichtet ist,  so  ergibt  eine  skalare  Multiplikation  von  (g)  mit  k 

kV  (q(o  -fi?)  =  —  2ftk  rot  m, 

Multiplizieren  wir  diesen  Ausdruck  mit  dl,  integrieren  längs  der 
Geraden  l  und  beachten^  daß  k  rot  w  hierbei  konstant  ist,  so  folgt 

/,  N  k  rot  10 

wo 

(v\  .  fl  „  Pi  -Pi  +  pK  — «>t) 

bedeutet.  Aus  (h)  ergibt  sich,  daß  a  eine  Konstante  ist.  Inte- 
grieren wir  (k)  mit  Hilfe  von  (e)  unter  der  Annahme,  daß  an 
der  Oberfläche  des  Zylinders  kein  Gleiten  stattfindet,  und  daß  tr 
überall  endlich  ist,  so  erhalten  wir 


80  2d*   I^as  Poiseoillesche  Gesetz. 


(m)  ji  =  a(R*-r«)k, 

wo  B  den  Radius  des  Zylinders  bedeutet. 

Diese  Gleichung  entspricht  dem  von  Poiseuille  durch  Ex- 
perimente gefundenen  Gesetz  der  Strömung  von  Wasser  durch 
Kapillarröhren. 

Aus  (m)  und  (d)  folgt 

(n)  ni  =  a[lir]. 

Wir  wollen  jetzt  auf  unseren  Fall  die  Gleichung  (25  a)  an- 
wenden. Wir  nehmen  als  Volumen  Y  dasjenige  an,  welches  zwischen 
zwei  zur  Achse  senkrechten  Querschnitten,  deren  gegenseitige  Ent- 
fernung l  beträgt,  enthalten  ist.  Beachten  wir,  daß  auf  der  Mantel- 
fläche dieses  Zylinders  »  ==  0  ist  und  auf  den  Endflächen  ü  mit  n 
gleich  bzw.  entgegengesetzt  gerichtet  ist,  so  folgt  aus  (27  a)  wegen 
(h),  (1)  und  (f) 

(o)  4:fial  fvdf=  Afifw^dv^ 

f  y 

wo  f  die  Fläche  eines  Querschnittes  darstellt. 

Setzen  wir  in  (o)  die  Werte  von  v  und  m  aus  (m)  und  (n) 
ein,  so  wird  ersichtlich,  daß  hierdurch  dieser  Gleichung  genügt 
wird,  und  zwar  erhalten  wir 

(p)  4:fialfvdf=  ^a^finR*-!. 

f 

Aus  (n)  ergibt  sich,  daß  die  Flüssigkeit  aus  Wirbelfäden  be- 
steht, die  der  Form  nach  Kreisringe  sind  mit  den  Mittelpunkten 
auf  der  Achse  und  einer  positiven  Umlaufsrichtung  im  Sinne  der 
Drehung  des  Uhrzeigers,  falls  man  längs  k  blickt.  Die  Flüssig- 
keit wirbelt  um  diese  positive  Uniaufsrichtung  im  Sinne  des  Uhi*- 
zeigers. 

Wir  wollen  jetzt  die  Dilatationsgeschwindigkeiten,  die  Span- 
nungen usw.  bestimmen. 

Zu  dem  Zweck  denken  wir  uns  ein  Koordinatensystem  i,  |,  k 
mit  dem  Anfangspunkt  im  Endpunkt  von  r  und  verstehen  von 
jetzt  ab  unter  Xq  einen  Einheitsvektor  vom  Anfangspunkt  dieses 
Koordinatensystems  aus.  k  soll  mit  dem  früheren  k  gleichgerichtet 
sein  und  |  die  Richtungen  von  r  haben.    Es  ist  dann 

(q)  10  =  ar  [ki]  =  —  ari, 

und  aus  (2)  folgt 
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C'  -  (foV)  0  -  ar  [roi]  =-  -  a  (roV)r>k  -  ar  [fol]. 

Lassen   wir  Tq  nacheinander  mit  i,  j  und  k  zusammenfallen,  so 
erhalten  wir 

«,'=0;     Cy'— —  ark;     €,'^  —  ari, 
woraus 
(r)  C'=  —  iro'kar  —  kfo   iar. 

Führen  wir  jetzt  ein  neues  Koordinatensystem  i',  |\  k'  ein, 
mit  demselben  Anfangspunkt,  wobei  l'  =  t  sein  soll  und  k'  den 
Winkel  zwischen  |  und  k  halbiert,  so  folgt  aus  (r)   ähnlich  wie 
in  Nr.  20 
(s)  C'=rrorar-k'ro-k'ar, 

woraus  sich  die  Dilatationsgeschwindigkeiten  ergeben  zu 

(t)  V=0;    V=«^;    V — «'» 

was  mit  der  Annahme  div  v  =  0  übereinstimmt. 
Aus  (16),  (r)  und  (s)  fließt 

(u)  |l  =  — tti?  —  in- k2^ar  —  kn- i2|iiar 

und 

(v)  |l  =  —  n^)  4- i'it-i'2fiar  —  k'tik'2ftar. 

Die  Dilatationsachsen  sind  durch  l',  |'  und  k'  gegeben.  Die 
Spannungen  bestimmen  sich,  abgesehen  von  dem  gleichmäßigen 
Druck  Py  ähnlich  wie  die  Spannungen  (z)  und  (u)  Nr.  20  durch 
Fig.  9 ,  wo  man  sich  die  t'  =  i  Achse  senkrecht  zur  Figur  und 
vom  Beschauer  weg  und  k  in  der  Ebene  der  Figur  um  90^  gedreht 
denken  muß. 

Aus  (23  a)  und  (t)  ergibt  sich 

(w)  TF=4(^aV. 

Hieraus  erhalten  wir 

(x)  fWdv'=^2a*iinR^l, 

wo  V  dasselbe  Volumen  bedeutet  wie  in  (o).  Durch  (x),  (u)  und 
(p)  wird  auch  die  Gleichung  (27)  befriedigt.  Die  Gleichung  (x) 
zeigt  uns  die  Dissipation  der  Energie  an  (wegen  (26  a)),  d.  h. 
gibt  an,  wieviel  Wärme  auf  der  Länge  l  des  Rohres  durch  Reibung 
entwickelt  wird. 

T.  Tgnatowsky,  Vektoranalysla.     IT.  6 


Zweiter  Abschnitt. 
Elektrizitätslehre. 

Kapitel  V. 

Elektrostatik, 

30.  Allgemeine  Sätze.    Ist  (S  die  elektrische  Feldstärke,  so 
haben  wir  im  elektrostatischen  Feld  tiberall 

(1)  rot«=-0, 

woraus  sich  infolge  Nr.  25  I  ergibt,  daß  auf  den  Unstetigkeits- 
flächen  die  tangentialen  Komponenten  von  (£,  stetig  sind.  Hier- 
nach und  nach  den  Ausführungen  in  Nr.  25  I  folgt  aus  (lll)  I, 
falls  wir  die  Volumenintegration  über  den  ganzen  Raum  erstrecken, 

(2)  OE  =  -  Vi), 

(3)  ^^jR.dv+J^df 

,       div®  ,       («,  —  «,)  n 


ist,  und 


4jr   '        ''  4« 


bedeuten  im  absoluten  elektrostatischen  Maßsystem.  Als  positive 
Richtung  von  n  in  (4)  gilt  diejenige  vom  Medium  1  zum 
Medium  2. 

Es  bezieht  sich  in  (3)  F^  auf  die  ünstetigkeitsflftchen  zwischen 
zwei  Dielektrikas,  resp.  Leiter-Dielektrikum.  Das  zugehörige 
Oberflächenintegi-al  über  eine  unendlich  weit  entfernte  Oberfläche  F 
verschwindet,  denn  wir  nehmen  an,  daß  alle  Unstetigkeitsflächen 
im  Endlichen  liegen  und  ebenfalls  nur  dort  q'  und  rj'  von  Null 
verschieden  sind.    Deshalb  wird  im  Unendlichen  p  unendlich  klein 

wie  —  und  —  wegen  (2)  klein  wie  -j,  woraus  das  Verschwin- 
den des  gesamten  Oberfiächenintegrals  ersichtlich  wird. 
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Die    Größen   g*  und   r{   nennt   man    die    räumliche    bzw. 
Flächendichte  der  freien  Elektrizität.*) 

Ist  das  Medium  2  ein  Leiter,  so  haben  wir  erfahrungsgemäß 


(5) 


«t  =  0. 

woraus 


Hieraus  und  aus  (2)  ergibt  sich,  daß  die  Oberfläche  eines  Leiters 
eine  Niveaufläche  des  Potentials  p  ist. 

Bezeichnen  wir  durch  H  die  dielektrische  Verschiebung, 
80  ist  ^ 

(6)  »-^, 

WO  s  die  Dielektrizitätskonstante  bedeutet. 

Die  räumliche  bzw.  Flächendichte  der  wahren  Elektiizität  ist 

(7)  9  =  div  0,     ri  =  (ß^—  lUj)  n. 
Auf  der  Oberfläche  eines  Leiters  ist 

(8)  1^  =  -  -^  =  -  ^,rt. 

Wegen  des  Gaußschen  Satzes  und  Nr.  25 1  erhalten  wu* 

(9)  fl^df^fQdv+frjdf, 
F  r  Fi 

d.  h.  die  innerhalb  F  enthaltene  wahre  Elektrizität  ist  gleich  der 

gesamten  dielektrischen  Verschiebung  durch  die  Fläche  F. 

Ist  die  Dichte  der  wahren  Elektrizität  an  der  Grenze  zweier 
Dielektrika  gleich  Null,  so  folgt  aus  (7),  daß  in  diesem  Fall  die 
normalen  Komponenten  der  dielektrischen  Verschiebung  an  dieser 
ünstetigkeitsfläche  stetig  sind. 

Es  ist  also  in  diesem  Fall 

(a)  ,  =  o  =  (0,-I..)"=-^^»^^^5^- 

Hieraus  folgt  g 

<£,  n  =  -^  «1  n 
und  aus  (4)  *« 

1)  Des  Näheren  siehe  Bd.  8  dieser  Sammlung. 

6* 
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31.    Die   Spannungen    im    elektrostatischen   Feld.     Die 

mechanische  Kraft  Ä  in  einem  elektrostatischen  Feld,  auf  die 
Volumeneinheit  berechnet,  ist 

(11)  «  =  s«-i«»Ve.') 

Wir  wenden  uns  jetzt  zu  dem  Ausdruck  (151)  I  und  ersetzen  ;2t 
durch  (K,  Q  durch  e.  Dann  ergibt  dieser  Ausdruck  wegen  (11), 
(1)  und  (7) 

(12)  fiSidv=f^df, 

V  F 

WO 

bedeutet. 

Wir  ersehen  hieraus,  daß  wir  die  Volumenkräfte  durch  Span- 
nungen p  an  der  Oberfläche  ausdrücken  können.  Vergrößern  wir 
F,  wobei  sich  F  erweitern  wird,  und  stoßen  wir  hierbei  auf  Un- 
stetigkeitsflächen  F^  von  «,  so  können  wir  diese  leicht  in  Beti*acht 
ziehen  auf  Grund  von  Nr.  251. 

Wir  erhalten  dann 

(U)  .   füdvi-f^.df^f^df, 

V  Fl  F 

WO 

(15)     y.  =  ^«  .  «, „  -  ^  .  «,  „  - ±  (,,«!  -  s,<i\)n 

ist  und  die  Kraft  auf  die  Flächeneinheit  dieser  Unstetigkeitsfläche 
bedeutet.  Auch  hier  ist  die  positive  Normale  vom  ersten  nach 
dem  zweiten  Medium  gerichtet. 

Ist  die  Dichte  7}  der  wahren  Elektrizität  an  der  Grenze  zweier 
Dielektrika  gleich  Null,  so  ist  wegen  der  Stetigkeit  der  tangen- 
tialen Komponenten  von  (E 

und 

(b)  r«  ('> «'  -  ^. «?)  =  Ä  { ^'*  («' ")'  +  (^1  - '«)  («» ")'+ 

1)  Vergleiche  z.  B.  die  Kraft  im  magnetostatischen  Feld.  Bd.  1  dieser 
Sammlung  pag  76.    Wir  kommen  noch  in  Nr.  40  darauf  zurück. 
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Hieraus  und  aas  (15)  folgt  fOr  diesen  Fall 

(16)  H,  -  *^^  («J-  ^  .  («,n)')  • 

Für  die  Oberfläche  eines  Leiters  ist  (C,  =  0,  und  es  verschwindet 
die  tangentiale  elektrische  Kraft,  so  daß 

(c)  (g  =  n  •  (5n 

wird.    Es  ergibt  sich  dann  aus  (15) 

(17)  f.'-'^r, 
oder  wegen  (c)  und  (8) 

(17a)  f.=  V,')«B,. 

Nehmen  wir  wieder  an,  alle  Ladungen  und  Unstetigkeitsflächen 
liegen  im  Endlichen,  und  erweitem  (14)  auf  den  ganzen  unend- 
lichen Raum,  so  verschwindet  die  rechte  Seite  von  (14),  und  wir 
erhalten: 

(18)  füdv+f^,df==0, 

00  Fl 

was  dem  Reaktionsprinzip  (30)  Nr.  4  genügt. 

Wir  kehren  zu  der  Spannung  (13)  zurück  und  ersehen  sofort, 
daß  für  zwei  beliebige  Flächenelemente  mit  den  Normalen  n  und  n' 
im  selben  Punkt 

(19)  |)n=|)'n 

sein  wird,  d.  h.  aber,  daß  |)  ein  Tensor  ist.  Femer  ergibt  sich 
aus  (13),  daß  falls  n  parallel  (£  ist,  dasselbe  auch  für  |>  gilt.  Des- 
halb fällt  die  eine  Achse  des  Spannungsellipsoids  mit  der  Rich- 
tung von  05  zusanunen.    Der  entsprechende  Hauptwert  ist 

(20)  a,  =  t?'. 

Da  die  beiden  anderen  Achsen  senkrecht  zu  (£  sind,  so  folgt  aus 
(13)  für  die  anderen  beiden  Hauptwerte 

(21)  «,=  «.=  -'*'• 

Hieraus  ergibt  sich  ein  Zug  (20)  längs  €  und  ein  Dmck  (21) 
senkrecht  dazu.    Das  entsprechende  EUipsoid  degeneriert  zu  einer 

Kugel  mit  dem  Radius  1/  -^  -  • 
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Für  die  Invariante  J  (224)  I  erhalten  wir 

(22)  J  =  -^, 

woraus  wir  unmittelbar  schließen  müssen,  daß  die  Gleichung  (39) 
Nr  15  im  allgemeinen  nicht  erfüllt  wird.  D.  h.  in  einem 
elastischen  isotropen  Körper  könne'n  keine  den  elektro- 
statischen Spannungen  entsprechende  auftreten. 

Kapitel  VI. 
Maxwell-Hertzsche  Elektrodynamik. 

Ruhende  Körper. 

32.  Einleitende  Bemerkungen.  Der  Träger  der  elektro- 
magnetischen Erscheinungen,  der  Äther,  wird  als  beweglich  an- 
genommen. Bezeichnen  wir  die  entsprechende  Geschwindigkeit 
durch  i>,  so  fällt  sie,  dort  wo  sich  materielle  Körper  befinden, 
mit  der  Geschwindigkeit  der  letzteren  zusammen.  Eine  Relativ- 
verschiebung des  Äthers  und  der  Materie  wird  nicht  angenommen. 

Ebenso  wie  in  der  Elektrostatik,  wollen  wir  uns  hier  auf  iso- 
trope Körper  beschränken  und  erhalten  für  die  Maxwell-Hertz- 
schen  Gleichungen  in  Integralform  folgende  Ausdrücke 

(1)  4tnJ^'df=47tJ^df+~-^Je€df=^fi^di 

f  ff  L 

und 

(2)  ^^^fi.i^df==f^di, 

f  L 

Hier  hat  (£,  dieselbe  Bedeutung  wie  früher,  i^  ist  die  magne- 
tische Feldstärke,  %  die  Dichte  des  Leitungsstromes  und  dem- 
nach %'  die  des  Gesamtstromes,  c  =  3,10*®  cm/sec  ist  gleich  der 
Lichtgeschwindigkeit  im  Äther.  Alle  Größen  sind  im  abso- 
luten elektromagnetischen  Maßsystem  ausgedrückt.  Für 
den  Äther  ist  die  Dielektrizitätskonstante  £  und  Permeabilität  ^i 
gleich  eins. 

Die  Fläche  /",  deren  Randkurve  L  ist,  bewegt  sich  mit  der 
Geschwindigkeit  n  im  Sinne  von  Nr.  22. 
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Die  elektromagnetische  Energie  e  pro  Volumeneinheit  ist 

W  *       8«c»+  8» 

Die  Dichte  des  wahren  Magnetismus  -  .  setzen    wir    fiherall 

gleich  Null,  woraus  folgt 

(4)  div  ^q  —  0. 

Im  absoluten  elektromagnetischen  Maßsystem  drücken  sich 
die  Dichten  der  Elektrizität  und  die  dielektrische  Verschiebung 
wie  folgt  aus^): 

(6)  ^  —  div  D ,       V  =  {^^—  ^i)  w 

und 

Im  folgenden  werden  wir  e  und  jl*  für  ein  bestimmtes  Körper- 
teilchen als  unabhängig  von  der  Zeit  annehmen. 

88.  Bnhende  Körper.  Wir  setzen  jetzt  überall  ö  =  0  und 
erhalten  dann  infolge  von  (7)  Nr.  22,  unter  Berücksichtigung, 
daß  die  Gleichungen  (l)  und  (2)  für  beliebige  Flächen  /  gelten, 
die  Marwell-Hertzschen  Gleichungen  in  Differentialform 

(8)  M'  =  4«  (3  +  41)  =  4»3  +  ^/g  -  rotf 
und 

(9)  -__  =  _^^^=rot«, 
wo 

(10)  13  =  (it^ 

die  sogenannte  magnetische  Induktion  bedeutet*). 

Multiplizieren  wir  (8)  skalar  mit  (£dv  und  (9)  mit  i^dv,  sub- 
trahieren (9)  von  (8)  und  integrieren  über  ein  Volumen  F,  so 
folgt  wegen  (3)  und  (65)1 

1)  Siehe  Tabelle  der  Maßsysteme  auf  S.  89  in  Bd.  3  dieser 
Sammlung. 

2)  Siehe  Bd.  1  und  3  dieser  Sammlang. 
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(11)  -  ^  =  -  -Jedv  ^fmdv  +J$äU 
wo 

(12)  S  =  if|l 

bedeutet  und  als  Poyntingscher  Strahlungsvektor  bezeichnet 
wird.  Gleichung  (ll)  drückt  das  Energieprinzip  aus  und  besagt, 
daß  die  Abnahme  der  gesamten  in  Y  enthaltenen  elektromagne- 
tischen Energie  E  gleich  ist  der  entwickelten  Jouleschen  Wärme 
und  der  durch  F  ausgestrahlten  Energie. 

Bezeichnen  wir  durch  6  die  Leitfähigkeit,  so  ist 

(13)  3J  =  (?ÖE. 

Hieraus  und  (8)  erhalten  wir  für  homogene  Körper  (also  6  und 
£  =  konst.)  wegen  (5)  und  (81)1 

(14)  ^'+,_^^:  =  o, 


dt 

wo 


(15) 


4:n6c* 


ist.    Ist  Qq  die  Dichte  der  freien  Elektrizität  zur  Zeit  ^  =  0,  so 
erhalten  wir  aus  (14) 

(16)  9'=9;e-|.') 

Die  Zeit  x,  nach  welcher  q'  auf  den  e~*ten  Teil  von  q'^  ge- 
sunken ist,  nennt  man  Relaxationszeit. 
Es  ist  z.  B.  für  Kupfer 

(S  =  57,1 .  10-^ 

und 

r  =  £'15,5-10-^°sec. 

eine  auch  bei  großem  £  unmeßbar  kleine  Zeit. 

Da  in  honiogenen  Körpern  q  =  eq    ist,  so  bezieht  sich  die 
Relaxationszeit  daselbst  auch  auf  die  wahre  Elektrizität. 


1)  Hier  bedeutet  e  die  Basis  der  natürlichen  Logarithmen. 
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84.  Orenzbeding^ngen.    Aus  (8)  UDd  (9)  folgt 

(17)  divSr-O 

(a)  '-%^^0. 

Die  Gleichung  (a)  stimmt  mit  (4)  überein. 

Aus  letzterer  folgt  die  Stetigkeit  der  normalen  Komponente 
der  magnetischen  Induktion  an  der  Grenzfläche  zweier  Medien. 
D.  h.  es  ist 

(18)  (^%  -  nni)  n  =  0. 

Aus  (18)  und  (9)  ergibt  sich 

(rot  «,  —  rot  €i)  n  =  0. 

Dies,   zusammen  mit  (86)  I,  fordert  die  Stetigkeit  der  tangen- 
tialen Komponente  (g,  von  (E.    Es  ist  also 

(19)  «1,=  «,,. 
Ganz  analog  erhalten  wir  aus  (17)  und  (8) 

(20)  %,  =  %,. 

Die  Gleichung  (17),  welche  die  Kontinuität  des  Gesamtstromes 
ausdrückt,  ergibt  für  die  Grenze  zweier  Dielektrika,  wegen  (6) 

w  ^«är- ^^  ä?  -  ^ 

und  für  die  Grenze  Leiter-Dielektrikum 

(c)  47rtf,(gatt -f  J,g^  ^    ^^=^0 
oder 

(d)  3.n  =  -|3. 

Da  die  Normale,  wie  immer,  vom  ersten  in  das  zweite  Medium, 
also  in  den  Leiter  hinein  weist,  so  sagt  uns  (d),  daß  der  normal 
zur  Leiteroberfläche  fließende  Leitungsstrom  gleich  ist  der  Ver- 
mehrung der  Flächendichte  der  wahren  Elektrizität. 

35.  Ableitung  einiger  allgemeinen  Beziehungen.  Wir 
nehmen   an,   daß   alle  Körper  nicht   nur  isotrop,   sondern   auch 
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homogen  sind.    Dann  ändern  sich  tf,  s  und  fi  nur  beim  Durchgang 
durch  die  Grenzflächen. 

Unter  dieser  Annahme  erhalten  wir  aus  (8),  falls  wir  diese 

Gleichung  nach  t  diflferentieren  und  den  Wert  von  -^  aus  (9) 

einsetzen 

(21)  4.na^  _  +  _f  ^  _  _  rot«  «. 

Außerdem  wird  sein 

(a)  ?  =  «?'. 

Ist  deshalb  die  Dichte  q  gleich  Null,  so  können  wir  auch  statt 

(21)  wegen  (79  a)  I  schreiben 

(22)  4««^-^  +  ^  g^-V*«. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zum  Ausdruck  (139)  I  und  ersetzen 
dort  13  durch  €.    Es  folgt  dann  wegen  (21)  und  (5) 


(23)^) 


FF 


47r 


Wir  erweitem  dies  Integral  auf  den  ganzen  Raum,  wobei  wir 
die  Unstetigkeitsflächen  F^  nach  Nr.  25  I  berücksichtigen  müssen. 
Hierbei  stoßen  wir  auf  Oberflächenintegrale  längs  der  im  Unend- 
lichen liegenden  Fläche  F^.  Auf  dieser  Fläche  soll,  in  endlichen 
Zeiten,  ÖE  gleich  Null  sein.  Wir  nehmen  den  Aufpunkt  im  Endlichen 
liegend  an.  Dann  muß  in  den  auf  F^  unter  den  Integralen  stehen- 
den Ausdrücken  t  durch  t  -\- h  cx)  ersetzt  werden.  Damit  also  im 
allgemeinen  diese  Oberflächenintegrale  für  endliche  Zeiten  ver- 
schwinden, muß  5  eine  negative  Größe  sein.  Wir  setzen  deshalb 


1)  Siehe  v.  Ignatowsky,  Ann.  d.  Physik   25,  113,  1908.    Dort 
iet  fi »  1  gesetzt. 
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(24)  6* 


m 


und  verstehen  unter  m  eine  positive  Größe. 

Es  verschwinden  dann  die  Integrale  auf  F^  und  wir  erhalten, 
unter  Berücksichtigung  der  Stetigkeitsbedingungen  (19)  und  (20) 
und  falls  wir  im  letzten  Integral  in  (23)  rot  (£  durch  (9)  ersetzen, 
aus  (23)  wegen  (24)  und  (5) 


(25) 


wofür  wir  auch  wegen  (d)  Nr.  22  I  schreiben  können 

(26)  «  =  _3^^_V^, 
wo 

(27)  ^^fLäv  +  ßdf. 

»  Fl 

(28)  1/;  -  c«  Tf  dv  +  c>  rf  df, 

^     '   t  -mr        J    ^  t-mr 

bedeuten  und 


(30)  ,'.^^[„1,] 

ist.  Hier  bezieht  sich  Fauf  das  von  den  freien  Ladungen  eingenom- 
mene Volumen.  Diese  Ladungen  und  alle  Unstetigkeitsflächen,  bzw. 
alle  materiellen  Körper,  nehmen  wir  als  im  Endlichen  liegend  an. 

Haben  wir  einen  statischen  Zustand,  so  verschwindet  das  erste 
Glied  rechter  Seite  in  (26)  und  (E  geht,  wegen  (28)  und  (5),  in 
(2)  über,  wie  es  auch  sein  muß. 

Wir  wollen  jetzt  rot  jX  bestimmen.  Zu  dem  Zweck  denken 
wir  uns  in  t  und  t\  t  durch  t  —  mr  ersetzt,  und  bezeichnen  diese 
Größen  durch  t  und  ?'. 
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Es  ist  dann 

(b)  a  =/^  dv  +f'i  äf. 

00  Fl 

Berücksichtigen  wir  jetzt  (135)  I  und  ferner  daß  bei  der  Be- 
rechnung von  rot  ;2(  der  Aufpunkt  als  beweglich  angenommen 
wird,  so  erhalten  wir 


(c) 


rot  %  =/[r  V  A]  d.-mj^  [-|]  r J  d.  + 

00  00 

Infolge  (69)  I  ist  aber 

[-cVi]  =  irot-.-rot(l) 
oder  wegen  (b)  Nr.  22  I 

Setzen  wir  dies  in  (c)  ein,   so  folgt  wegen  (93)  I  unter  Berück- 
sichtigung aller  ünstetigkeitsflächen 


(e) 


..  p^i  ,„  +  /-[^O]  af+  fWvl]  äf- 

J       ^     t-mr  J  ^  t-rnrj    ^  '^-J/-mr 

J     '^         t-mr 


rot;^  = 

J       ^     t-rrn 

md 


dt 

Fi 

Aus  (9),  (10)  und  (29)  ergibt  sich 

(f)  rotc  =  -,l{...  +  ^,(i-^-».»)||} 
und  aus  (8)  und  (9),  ganz  analog  wie  (21) 

(g)  4^^^_  +  -^f;.___^-rot^^. 

Benutzen  wir  wieder  (139)  I  und  berücksichtigen  (4)  und  (g), 
so  erhalten  wir  einen  mit  (23)  ähnlichen  Ausdruck,  nur  daß  € 
durch  13  ersetzt  ist.  Erweitern  wir  diesen  Ausdruck  auf  den 
ganzen  Baum  unter  Berücksichtigung,  daß  auf  F,  die  Oberflachen- 
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integrale  verschwinden,  und  der  Stetigkeitsbedingungen  (18)  und 
(19),  so  erhalten  wir  einen  Ausdruck,  der,  wegen  (f),  (29)  und 
(30),  gleich  der  rechten  Seite  von  (e)  sein  wird.  Wir  wollen  hier 
diese  Rechnung  nicht  ausführen,  weil  dies  nur  eine  Wiederholung 
bedeuten  würde,  und  überlassen  es  dem  Leser,  sich  von  der  Richtig- 
keit obiger  Behauptung  zu  überzeugen. 
Es  ist  also 

(31)  H-^rota. 

Anderseits  folgt  aus  (26)  und  (9)  unmittelbar 

(h)  |j  i^n  -  rot  X)  =  0, 

was  mit  (31)  übereinstimmt. 

Aus  (31)  und  (8)  folgt  weiter 

(32)  4it^3'  ^rot*  7i. 

Femer  läßt  sich  durch  direkte  Ausrechnung  von  drv;3l  zeigen,  daß 

aiv  ;(  =  -  «..  '^  +  ^[^  rot  (^)  -  ^  rot  {^)\  näf, 

WO  der  Strich  über  ^  bedeutet,  daß  t  durch  t  —  mr  ersetzt 
ist.  Da  alle  Unstetigkeitsflächen  geschlossen  sind,  so  geht  der 
letzte  Ausdruck  wegen  (88)  I  über  in 

(33)  div;3(  =  -m«||. 
Aus  (32)  ergibt  sich 

4jtft3'  =  4:7t(i3  +  *i*  ^~  =  rot*  a  -  V  div  ;3C  —  V^a. 

Setzen  wir  hier  den  Wert  von  (£  aus  (26)  ein,  so  folgt  wegen  (33) 

(34)  4„,3-.^fJ^';?  +  (^^-.')v||-V»X 

Weiter  ergibt  (25),  (5)  und  (33) 

,         m«    3"i|>        divVtf> 


(35) 


4«c*  dt*  iJTc' 


Wir  wollen  jetzt  (£  mit  Hilfe  des  Ausdruckes  (109)  I,  resp. 
(111)  I  darstellen.    Zu  dem  Zweck  beachten  wir,  daß  (139)1, 


94  36.  Retardierte  Potentiale. 

wie  dies  am  Schluß  von  Nr.  22  I  bemerkt  ist,  in  (109)  I  über- 
geht, falls  &  =  0  gesetzt  wird.  Wir  brauchen  deshalb  in  den 
oben  abgeleiteten  Ausdrücken  nur  m  =»  0  zu  setzen,  um  die  ge- 
suchte Darstellung  zu  erhalten. 

Aus  (26)— (30)  folgt  bei  m  =  0 

(36)  «  =  -^f-Vi|.' 

(37)  X^f^dv+f^df 


Pi 


(38) 


aus  (33) 

(39)  div  ;3('  =  0, 
aus  (32) 

(40)  4:71^1^'  =  rot^  X 
oder  wegen  (39) 

(40a)  4:n(i^  =  -  V^X 

was  auch  unmittelbar  aus  (37)  und  (119)  I  folgt.    Weiter  er- 
gibt (35) 

(41)  .  Atvqc^  =  —  div  Vy 

was  sich  auch  aus  (38)  und  (115)  I  ableiten  läßt. 
Aus  (31)  erhalten  wir  endlich 

(42)  ig  =  -i  rot  X. 

Selbstverständlich  kann  man  (36) — (42)  auch  direkt  aus 
(109),  resp.  (111)  I  mit  Hilfe  von  (8)  und  (9)  ableiten,  wovon 
man  sich  durch  eine  Nachrechnung  überzeugen  kann. 

Die  Punktion  i/;'  ist  ein  gewöhnliches  Potential,  wie  p  in  Nr.  30, 
und  X-,  wegen  des  am  Schluß  von  Nr.  20 1  Gesagten,  ein  Vektor- 
potential. Die  Größen  ^  und  i/;  bezeichnet  man  deshalb  als 
retardierte  Potentiale. 

86.  Ableitung  der  Thomsonsohen  Sohwingungsgleichung. 
Wir  wollen  die  in  Nr.  35  abgeleiteten  Ausdrücke  durch  einige  Bei- 
spiele erläutern.  Vorher  möchten  wir  aber  noch  einige  Bemer- 
kungen einfieohten. 
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Betrachten  wir  den  Ausdruck  (37).  DasYolumenintegral  hängt 
vom  Gesamtstrom  3'  ab  und  ist  über  den  ganzen  Baum  zu  nehmen. 
Aus  (15)  folgt 

(.)  r=«(«  +  .if). 

Wegen  der  sehr  kleinen  Relaxationszeit  t  können  wir  innerhalb 
eines  Leiters,  bei  nicht  zu  schnellen  Schwingungen,  das  zweite 
Glied  in  (a)  vernachlässigen  und 

(b)  S'=(y«=,S 

setzen.    Dann  ist 


w 


1^  —  F, 


wo  Fg  das  vom  Leiter  eingenommene  Volumen  bedeutet  und 
oo  —  \\  den  übrigen  Raum.  Über  das  diesbezügliche  Integral, 
können  wir  im  allgemeinen  nichts  aussagen,  da  uns  die  Verteilung 

des  Verschiebungsstromes  -^  —  -j — §  ^  im  Raum   oo  —  Fj  in 

den  meisten  Fällen  unbekannt  ist  Hier  tritt  der  Vorteil  von 
(26) — (28)  zutage.    Denn  setzen  wir 

(d)  «»  =  7, 

SO  ist  für  den  Äther  t  =  0  (siehe  (29))  da  dort  6  =  0  und 
|ii  =  £  =  1  ist,  und  wir  erhalten 

(43)  ^-f>  +  fT'f; 

K,  /--     Fi  t-- 

WO  sich  y^  nur  auf  den  von  materiellen  Körpern  einge- 
nommenen Raum  bezieht. 

Es  ist  jetzt  aber  wegen  (15)  und  (d) 

(e)  '  =  «f*{«  +  ni7^^1Tl' 

SO  daß  wir  auch  hier  innerhalb  eines  Leiters  die  Beziehung  (b) 
gelten  lassen  können  bei  nicht  zu  schnellen  Schwingungen. 

Wir  wollen  jetzt  der  Einfachheit  halber   annehmen,   es  sei 
überall 
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(f)  ^z=£^'=0,  (1=1, 

und  es  seien  nur  Leiter  im  Feld  vorhanden.  Außerhalb  der  Leiter 
ist  also 

(g)  (y  =  0,  £=1. 

Dann  wird  t'=  0,  und  wir  erb  alten  wegen  (c),  (f)  und  (g) 
(H)  .'=./^.«-,l/-f.. 


y^ 


(i)  ^'^c^J±df 

Fl 

und  aus  (43)  und  (b) 


(44) 
und 

(k) 


^  "'-7 


Ein  Vergleich  von  (44)  und  (h)  besagt,  daß  wir  durch  Ein- 
führung der  retardierten  Werte  uns  von  dem  zweiten  Integral  in 
(h)  befreit  haben.  Dies  ist  im  allgemeinen  der  Vorteil  der 
Darstellung  von  €  mit  Hilfe  von  ^  und  ip,  bei  Einhal- 
tung der  Beziehung  (d).  Denn  über  die  Verteilung  der  Lei- 
tungsströme können  wir  uns  bei  manchen  Problemen  eine  Vor- 
stellung machen. 

Haben  wir  es  mit  sehr  langsamen  Schwingungen  zu  tun,  d.  h. 
betrachten  wir  einen  quasistationären  Zustand,  und  sind  die 
Entfernungen  der  Körper  untereinander  von  solcher  Größe,  daß 

—  sehr  klein  im  Vergleich  zur  Schwingimgsperiode  ist,  so  können 
c 

wir,  ohne  große  Fehler  zu  begehen,  in  (44)  und  (k)  statt  der 
retardierten  die  momentanen  Werte  einsetzen.  Dann  geht  aber 
(k)  in  (i)  über  und  es  wird 

(1)         ■  3i=3i'=r|d.'. 

D.  h.  bei  quasistationären  Vorgängen  können  wir  bei  der  Bereoh- 
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nung  von  €  und  1^  aus  (26)  und  (31)  mit  (i)  und  dem  ersten 
Integral  von  (h),  resp.  mit  (1)  rechnen.  Wir  ersehen  also,  daß 
in  diesem  Fall  das  zweite  Integral  in  (h)  zu  vernach- 
lässigen ist. 

Als  positive  Normale  wollen  wir  jetzt  diejenige  vom  Leiter  in 
den  freien  Äther  rechnen.    Dann  folgt  aus  (d)  Nr.  34 

(m)  31"  =  ä«  • 

Hieraus  und  aus  (i)  und  (k)  ergibt  sich 

und 

F^  t-- 

e 

wo  demnach  unter  F^  die  Oberfläche  des  Leiters  zu  verstehen  ist. 
Für  einen  quasistationären  Zustand  erhalten  wir  deshalb  aus 
(36),  (44)  und  (45) 

und  für  schnelle  Schwingungen  aus  (26),  (44)  und  (46) 

•  e  *  c 

Wir  gehen  jetzt  zur  Ableitung  der  Thomsonschen  Schwingungs- 
gleichung über.    Die  Schwingungen  finden  in  ^ 
einem  Stromkreis  ÄBE  statt,  der  an  einen 
Kondensator  C  angeschlossen  ist  (Fig.  12).         ^        ^    ^ 

Wir  setzen  einen  quasistationären  Zustand 
voraus  und  nehmen  außerdem  an,  daß  der 
Leitungsstrom  nur  innerhalb  des  Konden- 
sators normal  zu  F.  ist.    Wir  benutzen  also 

"Pitt    1 3 

die  Gleichung  (47).    Hierbei  ist  das  Volumen- 
integral über  den  Leiter  ÄBE  und  das  Oberflächenintegral  über 
beide  Platten  f^  und  /^  des  Kondensators  zu  erstrecken. 

T.  Ignatowlky,  Vektoraiudysis.    IL  7 


B 
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Wegen  der  Voraussetzung  eines  quasistationären  Zustandes  wird 
der  Stromkreis  synchron  schwingen,  und  wir  haben  keine  Phasen- 
differenzen des  Stromes. 

Den  Gesamtstrom  innerhalb  des  Leiters  bezeichnen  wir  durch  i. 
Seine  positive  Richtung  ist  durch  den  Pfeil  (Fig.  12)  gekenn- 
zeichnet. 

Bedeutet  dl  ein  Linienelement  längs  der  positiven  Richtung 
des  Stromes,  so  können  wir  innerhalb  des  Drahtes  setzen 

(n)  ««  =  ^; 

q  ist  der  Querschnitt  des  Drahtes. 
Aus  (n)  folgt 

(p)  J  <^^i  =  y -^  =  *«^' 

ABE  ABE 

WO  IV  den   gesamten  Widerstand  des  Drahtes   bedeutet.     Daß  i 
konstant  längs  ABE  ist,  folgt  aus  dem  Synchronismus  und  aus 
der  Kontinuität  des  Stromes. 
Weiter  können  wir  setzen 

(q)  Cd{   r?-  dv  ==    C:^di  =  iL, 

ABE         Fa  ABE 

wo   L   den  Selbstinduktionskoeffizienten   des   Drahtes  ABE  be- 
deutet^). 

Aus  (q),  (n)  und  (47)  erhalten  wir  demnach 

ABE  f 

Bei  der  Integration  über  eine  geschlossene  Kurve  verschwindet 
das  letzte  Integral.    Deshalb  ist 


i?) 


E*A  f 

-^Jdif^df. 


ABE  f  EA 


1)  Siehe  Bd.  3  dieser  Sammlung  S.  107  und  fl. 
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Wir  nehmen  ferner  an,  daß  3n  konstant  auf  jeder  Platte  ist. 

Wir  bezeichnen  durch  d  den  Plattenabstand  und  setzen  ihn 
klein  im  Vergleich  zur  Plattengröße  voraus.  Der  Einheitsvektor 
längs  d  sei  1^,  positiv  gerechnet  im  Sinne  des  Leitungsstromes, 
also  von  E  zu  Ä  (Fig.  12). 

Demnach  ist  für  die  linke  Platte  /', ,  Iq  =  —  n  und  f(ir  die 
rechte  /i,  Iq"  +  n.  Indem  wir  di  =  i^d  setzen,  erhalten  wir  für 
die  linke  bzw.  rechte  Platte 


A,  =  -(^d-  aioj""^  df;       ^,  =  -  <^d  .  3llo J*5ft. 


df 


und  Ä  =  A^-\-  A^.  Jedes  dieser  Integrale  ist  gleich  dem  räum- 
lichen Winkel,  unter  dem  man  vom  Aufpunkt  aus  f^  bzw.  f^  sieht, 
und  zwar  mit  negativem  Zeichen,  da  n  von  der  Platte  weg  ge- 
richtet ist.  Beachten  wir,  daß  bei  der  Integration  längs  EÄ  in 
(s)  der  Aufpunkt  sich  längs  EÄ  bewegt,  also  weit  vom  Rande 
des  Kondensators,  und  daß  d  klein  ist,  so  kann  man  diese  beiden 
Integrale  einander  gleich  und  gleich  —  27C  setzen.  Wir  erhalten 
deshalb 

Ä  =  4:7td  •  3rioC*- 

Bezeichnen  wir  durch  8  die  eine  Fläche  des  Kondensators,  so 
ist  wegen  der  Kontinuität  des  Stromes 


woraus  sich  ergibt 

i  =  S31o, 

(t) 

^=C' 

wenn 

w 

^'="  A«^M 

die  Kapazität  des  Kondensators  bedeutet. 
Aus  (t)  und  (r)  erhalten  wir 

(v)  i-^^, +„_.  +  . __0, 

und  dies  ist  die  gesuchte  Thomsonsche  Gleichung*). 


1)  Siehe  Bd.  3  dieser  Sammlung  S.  117. 
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37.   Wellen  längs  eines  Drahtes. 


37.  Fortpflanzung  elektromagnetischer  Wellen  längs 
eines  Drahtes.  Wir  haben  in  Nr.  36  ein  Beispiel  für  einen  quasi- 
stationären Zustand  gegeben.  Jetzt  wollen  wir  zu  schnellen  Schwin- 
gungen übergehen,  wozu  wir  der  retardierten  Werte  bedürfen 
und  deshalb  (48)  benützen  werden.  Als  Beispiel  werden  wir 
die  Fortpflanzung  elektromagnetischer  Wellen  längs  eines  unend- 
lich langen  geraden  Drahtes  von  kreisförmigem  Querschnitt  q 
untersuchen. 

Wir  legen  die  ^- Achse  in  die  Achse  des  Drahtes  (Fig.  13")  und 
rechnen  z  von  0  aus  positiv  im  Sinne  des  Pfeiles  mit  dem  Ein- 
heitsvektor k.  Der  Auf- 
punkt P  soll  sich  in  einer 
solchen  Entfernung  von 
der  Achse  f  befinden,  daß 
wir  r  längs  einem  be- 
liebigen Querschnitt  q  des 
Drahtes  als  konstant  an- 
nehmen können.  Zerlegen 
wir  jetzt  %  senkrecht  und  parallel  zur  Achse  und  integrieren  über 
ein  Stück  des  Drahtes  von  der  Länge  dz^  so  ist 


Fig.  13. 


(a) 


f%dv  =  3qdz  =  kudz, 


wo  u  den  Betrag  des  gesamten,  parallel  zur  Achse,  fließenden 
Stromes  für  irgend  ein  z  bedeutet.  Denn  es  ist  klar,  daß  die  zur 
Achse  senkrechten  Teile  von  3  sich  bei  der  Summation,  aus 
Symmetriegründen,  gegenseitig  vernichten. 

Zugleich    ersieht   man,    daß  der  normal  zur  Oberfläche  des 
Drahtes  fließende  Strom,  auf  die  Einheit  der  Länge  berechnet, 

gleich  —  -^  sein  wird.    Deshalb  ist 


(b) 


du 


fSndf^-l^d., 


wo   das  Integral  wieder  längs  einem  Stück  dz  des  Drahtes  zu 
nehmen  ist.    Demnach  erhalten  wir  aus  (a),  (b)  und  (48) 


a€        .  ^"  r««  j   .   2r7  r^  ^<*  ^. 

(C)                     Ft    =  -  ^  djj  Vfjr^  ^   V    -  ^'  .X 

-  00                       C                    -  00  c 

Wir  setzen  jetzt 
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(d)  «/  =  Moe'<'»'-'*), 

wo 
e)  o,--y,     y  =  -^-^       0.r--D 

sind  und  1  die  Schwingungsperiode,  Cj  die  Fortpflanzungsge- 
schwindigkeit, Aj  die  entsprechende  Wellenlänge  und  Uq  die  kon- 
stante Amplitude  des  Stromes  bedeuten. 

Die  Annahme  (d)  widerspricht  eigentlich  dem  in  Nr.  35  Ge- 
sagten. Denn  aus  (d)  folgt,  daß  u  auch  bei  x;  =  +  oo  nicht  Null 
ist.  Wenn  wir  dennoch  (d)  beibehalten,  so  müssen  wir  dies  als 
eine  mathematische  Abstraktion  betrachten,  welche  uns  den  Fall 
darstellen  soll,  wo  (d)  nur  für  ein  sehr  langes  Stück  des  Drahtes 
erfüllt  ist,  während  man  die  Wirkung  der  beiden  Enden  vernach- 
lässigt. Wegen  des  Vorkommens  von  r  im  Nenner  von  (c)  kann 
man  praktisch  das  betrachtete  sehr  lange  Stück  als  unendlich 
lang  ansehen. 

Setzen  wir  OOj  =  je^  und  rechnen  jetzt  z  von  Oj  aus,  so 
folgt  aus  (c)  und  (d) 

c  t 
oder 


wo 


(g) 


+  00  -f  00 

>_,■(■■"•  +  ,»)  r^'jnr 


bedeutet.    Bezeichnen  wir  O^P  durch  R  (Fig.  13),  so  können  wir 
statt  (g)  auch  schreiben 


/»       I  Ol  r 
, dr» 


da  r*  =»  72*  -f  z^  ist.     Dieses  Integral  läßt  sich  mit  Hilfe  der 
Be  SS  eischen  Funktionen^)  ermitteln  und  ist  gleich 


1)  Siehe   Bd.  4   dieser   Sammlung.     Formel  2   (7a)   und  16  (7  a) 
S.  124,  126. 
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(i)')  Ä  =  -inHl{Ep), 

WO  

bedeutet  und  H^  die  sogenannte  Hanke  Ische  Zylinderfunktion 
zweiter  Gattung  und  nullter  Ordnung  darstellt,  die  sich  aus 

(1)  Hl  (Bp)  =  J,  (Rp)  -  i  r„  (Sp) 

berechnen  läßt.    Da  sich  aber  c^  sehr  wenig  von  e  unterscheidet, 
so  wird  p  sehr  klein  sein,  und  wir  können  näherungsweise 

setzen.    Hier  ist  Iny  =  C  =  —  «P'(O)  =  0,5772  ...  die  Euler- 
sche  Konstante  und  hi  bedeutet  den  natürlichen  Logarithmus. 
Wir  erhalten  deshalb  aus  (f),  (i)  und  (m) 

(n)    (&  =  k'2üiQco-\gRx-e*^''^-'^^^+  ?^t^o&e<""Ve-*'i*lgÄic, 

wo 

(o)  ^  =  ^ 

bedeutet. 

Bezeichnen  wir  durch  Z  die  Komponente  von  (£  längs  z,  durch 
Q  diejenige  senkrecht  zu  z,  durch  rj,  einen  zu  z  senkrechten  Ein- 
heitsvektor (Fig.  13)  und  beachten,  daß 

ist,  so  folgt  aus  (n) 

(p)  (gk  =  Z  =»  ^'''  p^  lg  jKaj.e»(-'-'i*) 

und 

(p)  «r;-«-?gie'("'-'.'). 

Ist  c  =  Ci^  so  ergibt  sich  Z  =  0  und 


1)  Siehe  N.Nielsen,  Handbuch  der  Theorie  der  Zylinderfunktionen. 
)ipzig,  1904,  B.  G.  Teubnei    "  ""    "^         '  " '     ^    --^  J-^-- 
und  0  =  ^  gesetzt  worden. 


Leipzig,  1904,  B.  G.  Teubner,  S.  264,  Formel  (9).    Es  ist  dabei  v  =  —  { 
id  ( 
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Weiter  wird 
(s)                31- 

1 

Q- 

Ihr 

2cu, 
R 

>  gi(<ü<-,i6) 

g<(ü,». 

"xb) 

und  hieraus  und 

^                        0 

aus  (31) 

(t)  ^  -  rot;i  -  ?|?  6'(-'-"  *)  [kr;]. 

38.  Das  Huygenssohe  Prinzip.  Angenommen,  wir  wollen 
für  den  Aufpunkt  ditf  Lichterregung,  welche  von  einer  entfernten 
Lichtquelle  herrührt,  berechnen.  Das  Huygenssche  Prinzip  sagt 
uns  dann,  daß,  falls  wir  um  den  Aufpunkt  P  eine  Fläche  F  legen, 
die  P,  aber  nicht  die  Lichtquelle  einschließt,  wir  die  Liehterregung 
in  P  so  berechnen  können,  als  ob  die  Fläche  F  selbst  in  allen 
ihren  Punkten  leuchte.  D.  h.  wir  können  bei  der  Berechnung 
der  Lichterregung  in  P  jeden  Punkt  von  F  als  eine  Erregerquelle 
ansehen. 

Wir  wollen  jetzt  unter  dem  Gesichtspunkt  dieses  Prinzips 
den  Ausdruck  (^23)  untersuchen. 

Auch  jetzt  wollen  wir  die  Bedingung  (24)  aufrecht  erhalten, 
denn  <£  kann  nicht  von  den  Zuständen  zu  einer  späteren  Zeit 
(t  -j-  mr)  abhängen. 

Wir  ersehen  aus  (23),  daß  (£  außer  von  Oberflächenintegralen, 
auch  von  Volumenintegralen  abhängt.  Von  diesen  verschwindet 
aber  das  zweite.  Denn  aus  (14)  folgt,  daß  q'  entweder  konstant 
ist  und  zwar  für  Dielektrika  {a  =  O)  oder  in  Abhängigkeit  von  der 
Relaxationszeit  verschwindet.  Da  wir  aber  periodische  Zustände 
betrachten,  so  müssen  wir  9'  =  0  annehmen.  Es  bleibt  also  nur 
das  erste  Volumenintegral  in  (23)  übrig.  Dies  verträgt  sich  aber 
nicht  mit  dem  Huygensschen  Prinzip.  Gelingt  es  uns  deshalb  einen 
solchen  Wert  für  h  zu  finden,  bei  welchem  dieses  Integral  ver- 
schwindet, so  können  wir  aus  dem  gefundenen  Wert  für  h  die- 
jenige Fortpflanzungsgeschwindigkeit  berechnen,  die  dem  Huygens- 
schen Prinzip  entspricht;  und  die  Oberflächenintegrale,  mit  dem 


1)  Siehe  J.  J.  Thomson,  Notes  on  Recent  Researches  in  Electricity 
and  Magnetisin.  Oxford  1893,  Art.  269,  p.  282  und  H.  Hertz,  Ge- 
sammelte Werke  Bd.  II,  S.  168. 
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entsprechenden  Wert  von  h  behaftet,  -werden  dieses  Prinzip  aus- 
drücken. 

Wir  setzen  jetzt 

(a)  «  -  «o^'^S 

wo  die  Amplitude  (£q  nur  noch  von  den  Koordinaten  abhängt. 
Aus  (a)  ergibt  sich 

Es  verschwindet  deshalb  das  erste  Volumenintegral  in  (23),  falls 

ist.  Da  h  in  der  Verbindung  t  -\-  br  auftritt,  so  hat  hr  die  Di- 
mension einer  Zeit  und  h  diejenige  einer  reziproken  Geschwin- 
digkeit. 

Wir  nehmen  vorläufig  ö  =  0  an.    Dann  ist  h^  =  —^  und 

(c)  6  =  _^  =  ->f 

oder 

Dies  ist  aber  bekanntlich  nichts  anderes  als  die  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit elektromagnetischer  Störungen  in  einem  Dielektri- 
kum^).   Der  Brechungsexponent  v  berechnet  sich  aus  (d)  zu 

(e)  ^  =  V  =  y^' 

Nebenbei  sei  bemerkt,  daß  bei  dem  Werte  (c)  für  6  (tf  =  0) 
das  Volumenintegral  auch  dann  verschwindet,  wenn  (£.  eine  beliebige 
Funktion  der  Zeit  ist. 

Wir  gehen  jetzt  zu  dem  allgemeinen  Fall  (a  +  0)  über  und 

setzen 

(0  "  =  -7  +  7. 


1)  Siehe  v.  Ignatowsky,  Ann.  d.  Physik.    26,  114,  1908.     Dort 
ist  j*  =  1  gesetzt. 

2)  Siehe  Bd.  8  dieser  Sammlung  S.  185. 
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wo  wir  unter  v  und  x  positive  reelle  Größen  verstehen  wollen. 
Das  Minuszeichen  von  v  wählten  wir  deshalb,  weil  bei  tf  =  0, 
X  =  0  wird  und  dann  (f)  in  (c)  übergehen  muß.  Das  Pluszeichen 
v«M   ■/.  wii.l  sich  später  rechtfertigen.  Aus  (f)  und  (b)  ergibt  sich 


(g) 


Ersetzen  wir  in  (a)  t  durch  t  -\-  br^  so  erhalten  wir 

laxr    ./  vr(o\ 

(h)  «1  =-«0«      '   «  ^  '     • 

Und  diese  Werte  von  (£  kommen  für  die  Oberflächenintegrale 
in  (23)  in  Betracht.    Aus  (h)   folgt,  daß  diese  Werte   auf  den 

wxr 

('  ^  ten  Teil  vermindert  sind  und  zwar  je  nach  der  Entfernung 
des  entsprechenden  Oberflächenelementes  vom  Aufpunkt.  Man  nennt 
deshalb  x  den  Extinktionskoeffizient^).  Daraus  erklärt  sich 
auch  das  positive  Zeichen  von  x  in  (f).    Weiter  folgt  aus  (h),  daß 

(i)  t;  =  -^ 

die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  und  v  der  Brechungsexponent 
sein  wird. 

Die  Werte  in  (g)  stimmen  mit  dem  füi-  Leiter  berechneten 
Wert  des  Brechungsexponenten  überein.  Hieraus  und  aus  (d) 
ersehen  wir,  daß  wir  mit  Hilfe  des  Huygensschen  Prinzips  zu  den 
richtigen  Werten  obiger  Größen  geführt  worden  sind. 

Für  Leiter  ist 

(k)  ]/^^*V7«  =^  ]A  +  j^.- 

Ist  die  Schwingungsperiode  Tgroß  im  Vergleich  zur  Relaxations- 
zeit T,  80  können  wir  1  gegen  das  zweite  Glied  in  (k)  vemach- 

lässigen   und  in  (k)  einfach   - —   schreiben;  dann  wird  aus  (g) 
1)  Siehe  Bd.  3  dieser  Sammlung  S.  161. 
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T 
oder  falls  wir  1  gegen  - —  vernachlässigen 

Wir  wollen  jetzt  unter  F  die  Oberfläche  eines  Leiters  ver- 
stehen.  Kommt  von  außen  eine  elektromagnetische  Welle,  so  wird 

dieselbe   auch  in   den  Leiter  eindringen.    Ist  aber  —  groß,  so 

c 

muß  wegen  (h)  der  Aufpunkt  sehr  nahe  an  der  Oberfläche  liegen, 

um  dort  noch  bemerkbare  Werte  von  (£,  wahrzunehmen. 

Kapitel  VII. 
Maxwell  -  Hertzsche  Elektrodynamik. 

Bewegter  Körper. 

39.  Hauptgleichungen.  Energiegleichung.  Da  hier  tr  von 
Null  verschieden  angenommen  wird,  so  erhalten  wir  aus  (l)  und 
(2)  Nr.  32  infolge  von  (4)  Nr.  22  und  (4)  Nr.  32,  unter  Berück- 
sichtigung, daß  die  Gleichungen  für  eine  beliebige  Fläche  gelten, 

(1)  4^3r  +    --r-  +  7«  ^T  =  ^^*  (^  -  V  ) 
und 

(2)  -^gf  =  rot(«  +  M»]) 

die  Maxwell-Hertz  sehen  Hauptgleichungen  für  bewegte  isotrope 
Körper  in   Diflferentialform.     Wir   setzen   wieder  voraus,  daß  f, 
und  ^  unabhängig  von  der  Zeit  sind  in  substanzieller  Beziehung 
(siehe  Nr.  22)  d.  h.  für  ein  bestimmtes  Körperteilchen. 
Dann  ist 

dt       ^'     dt       ^ 
und  aus  (3)  Nr.  22  folgt 

(a)  äi"-"^'-    äf--"^'*- 
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Die  Energie  e  pro  Volumeneinheit  ist  auch  hier  gleich 

Wir  wollen  jetzt  die  Änderung  der  Gesamten ergie  E  inner- 
halb eines  Volumens  F,  d.  h.  die  Änderung  des  Integrals 

(b)  E'-fedv 

y 

untersuchen,  unter  der  Voraussetzung,  daß  innerhalb  V  keine  ün- 
stetigkeitsflächen  vorhanden  sind. 

Wir  erhalten  dann  aus  (9)  Nr.  22 

W  f-/(ll +  -"-)«'- 

Es  ist  aber  wegen  (a) 
oder 

(d)  i|f  =  e^.„v.  +  2«^. 

Und  ganz  analog 

(e)  f|i'  =  ^..,V,  +  2f^. 

Aus  (3),  (d)  und  (e)  folgt  deshalb 

(f)  ll  =  _«,,-«,, -4, 

wo 

(*)  ^^'-&^^ 

(5)  fi>=-^V^ 

und 

^^^  ^"^     4äc«   at      4«  "TT 

bedeuten. 

Aus  den  Hauptgleichungen  (l)  und  (2)  erhalten  wir  unter 
Berücksichtigung  von  (63)  I  und  (3) 
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(  A       A-  «.e   .      O^divf«  [fc(Ü5rot(E]  [iLi^rotm 


+  divS  +  divH 


wo  S  den  Poyntingschen  Strahlungsvektor  (12)  Nr.  33  bedeutet 
und 

ist. 

Wir  erhalten  deshalb  aus  (c),  (f),  (h)  und  (i),  unter  Anwen- 
dung des  G  au ß sehen  Satzes, 

(6)     — 4y=  fs^df-{-  l3(Bdv-\-    f  ^ndf  +   j   ündv, 
wo 

und 

(8)    «  =  fl.  +  fi,  +  e  'p4  +  ^'P   +  ^"^f^"^ 

^   ^  1    '       2    I  43i;c*  43tc'  47r 

bedeuten. 

Der  Ausdruck  (6),  welcher  die  Energiegleichung  für  bewegte 
Körper  darstellt,  bildet  ein  Analogon  zu  (11)  Nr.  33,  nur  daß 
hier  noch  Glieder  hinzukommen,  welche  von  derjenigen  Arbeit  ab- 
hängen, die  von  den  Kräften  des  Systems  bei  der  Verschiebung 
geleistet  werden.  Und  zwar  bedeutet  pg  die  Oberflächenkraft,  resp. 
Spannung  auf  das  außerhalb  von  V  liegende  Feld  und  M  die 
innere  Volumenkraft. 

40.  Volumenkräfte.  Spannungen.  Keaktionsprinzip.  Wir 
wenden  uns  jetzt  zur  Gleichung  (8)  und  setzen  einen  elektrosta- 
tischen Zustand  voraus,  also  1^  =  0  und  rot  (£  =  0.     Dann  ist 

d.  h.  wir  erhalten  die  schon  früher  in  Nr.  31  benutzte  Volumen- 
kraft. Haben  wir  einen  magnetostatischen  Zustand,  so  ist  (g  =  0 
und  rotl^  =  0  und 

(10)  fi--8^'v,>) 

bei  div  ft  19  =  0. 

1)  Siehe  Bd.  1  dieser  Sammlung  S.  76. 
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Nehmen  wir  an,  der  Körper  sei  homogen,  ^  —  0  und  der  Zu- 
stand  ein   quasistationärer,   so   können   wir   das  Glied   mit   dem 

Faktor  — ,  in  (8)  vf^rnachlässigen  und  erhalten 

Ebenfalls  können  wir  statt  (l)  innerhalb  eines  Leiters  schreiben 

(b)  47r3  =  rotl9. 

Aus  (a)  und  (b)  folgt 

(11)  ft=«L3>^H, 

der  wohlbekannte  Ausdruck  für  die  Kraft  auf  die  Volumen- 
einheit eines  stromdurchflossenen  Leiters  im  magnetischen  Feld. 
Diese  Kraft  ist  senkrecht  zum  Strom  und  zum  magnetischen  Feld. 
Für  den  freien  Äther  ist  9  =  0,  3  =  0,  jli  =  1,  £  =  1.  Setzen 
wir  außerdem  u  =  0,  so  erhalten  wir  aus  (8),  (l)  und  (2) 

Es  wirkt  also  im  freien  Äther,  auch  bei  0  =  0  eine  Volumenkraft, 
welche  der  zeitlichen  Änderung  des  Poyntingschen  Strahlungs- 
vektors proportional  ist. 

Wir  bestimmen  jetzt  das  Integral 

füdv. 

V 

Aus  (8)  und  (l5l)I  erhalten  wir  sofort 

(13)  füdv='f^df, 

V  F 

wo 

(14)  V--Vi 

ist.  Wir  haben  also  auch  hier,  wie  in  Nr.  31  die  Volumenkräfte 
durch  Spannungen,  die  auf  die  Oberfläche  wirken,  ausgedrückt. 
Und  zwar  bedeutet  P  die  von  außen  auf  das  System  innerhalb  V 
ausgeübte  Kraft,  was  mit  (14)  übereinstimmt. 

Erweitem  wir  (13)  auf  den  ganzen  Raum,  so  erhalten  wir, 
ganz  analog,  wie  (18)  Nr.  31, 

(15)  /«eit;+/p,rf/-=0. 
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wo  J^i    wieder   eine   Unstetigkeitsfläche   und   fl^    einen   zu   (15) 
Nr.  31  analogen  Ausdruck  bedeutet. 

Aus  (15)  ersehen  wir,  daß  die  Max  well- Hertz  sehen  Glei- 
chungen für  bewegte  Körper  dem  Reaktionsprinzip  genügen.  Wir 
müssen  aber  hierbei  die  Kraft  (l2j  in  Kauf  nehmen,  die  auch  dort 
wirkt,  wo  keine  ponderable  Materie  vorhanden  ist. 

Kapitel  VIII. 

Die  Lorentzsche  Elektrodynamik. 

41.  Allgemeine  Gleichungen.  Die  Lorentzsche  Theorie 
nimmt  das  Vorhandensein  kleiner  elektrischer  Teilchen,  der  so- 
genannten Elektronen,  an  mit  der  Volumen  dichte  q  der  Elektri- 
zität. Der  Äther  wird  als  ruhend  betrachtet  und  durchdringt  alle 
Elektronen  und  alle  materiellen  Körper.  Der  Leitungsstrom  3J  wird 
durch  den  Konvektionsstrom  von  Elektronen  ersetzt  und  gleich 

(1)  3  =  P» 

angenommen,  wo  jetzt  v  die  Geschwindigkeit  der  Bewegung 
der  Elektrizität  bedeutet. 

Da  der  Äther  überall,  auch  innerhalb  der  Materie  als  gleich 
angenommen  wird,  so  können  wir  sofort  aus  den  Gleichungen  (8) 
und  (9)  Nr.  33  zu  den  Lorentz  sehen  Gleichungen  übergehen,  falls 
wir  dort  £  =  1,  fi  =  ^  setzen  und  (l)  berücksichtigen.  Wir  er- 
halten dann 

(2)  i^QV  +}^='  rotll 
und 

(3) 

Außerdem  wird  sein 

.  .  div(K 

(4)  Q  =  J^ 

und 

(6)  divip  =  0. 

Aus  (2)  und  (4)  folgt  unmittelbar 
(6)  If  +  divp^-O, 


(3)  — |t  =  rot«. 
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die  Kontinuitätsgleichung  der  Elektrizität.   Diese  Gleichung 
stimmt  der  Form  uach  vollkommen  mit  (lOb)  Nr.  23  überein. 
Die  elektromagnetische  Energie  e  pro  Volumeneinheit  ist 

Setzen  wir  in  (8)  Nr.  39,  o  =»  0,  £  =  ^  =  1  und  beachten  (l) 
und  (l),  (2)  Nr.  39,  so  erhalten  wir 

(a)  fl-^e  +  UxfJ+llt- 

Für  den  freien  Äther,  wo  ^  =  0  ist,  geht  (a)  in  (12)  Nr.  40 
über.  Die  Lorentzsche  Theorie  nimmt  keine  Kräfte  auf  den  freien 
Äther  an,  sondern  nur  solche  auf  die  Elektronen  und  setzt  direkt 

(8)  fl  =  p«  +  [(.»1?]. 

Die  Kraft  auf  einen  Körper  ist  gleich  der  resultierenden  Kraft 
auf  die  im  Innern  des  Körpers  vorhandenen  Elektronen.  Die 
Dielektrizitätskonstante  und  die  Permeabilität  werden  in  der 
Lorentzschen  Theorie  durch  das  Verhalten  der  in  der  Materie  be- 
findlichen Elektronen  definiert. 

42.  Energiegleichung.  Reaktionsprinzip.  Aus  (2),  (3)  und 
(7)  und  (65)1  erhalten  wir 

_  =  —  divS  —  ^ti€, 

oder  da  wegen  (8)  (>0(£  =  Ä»  ist,  so  folgt  hieraus  die  Energie- 
gleichung 

V  F  V 

wobei,  da  der  Äther  ruht,  auch  F  als  ruhend  angenommen  ist. 

Auf  Grund  von  (2),  (3)  und  (4)  können  wir  anstatt  Ä  in  (8) 
auch  schreiben 

(gdivg      [rot^,i9] i_  ra« -1  _ 

^  ""     45rc«       •"         4«  4«c*  L  dt   ^J 

^  gdivg         [rotl9, 19]         [rotig,  g]         1    ag 
4jrc*     "^        4«        "^       4«c*  c»    dt  ' 


(a) 


112  43.   Elektromagnetische  Bewegungsgröße. 

Hieraus  und  (151)1  ergibt  sich 

(10)  J^dv  ^Jv'if- 1. 1«  /««f". 

VF  V 

wo  |l  denselben  Wert  hat  wie  in  Nr.  40,  nur  daß  e  =  /ü  =  1  ge- 
setzt ist. 

Erweitern  wir  (lO)  auf  den  ganzen  Raum  und  beachten,  daß 
hier  keine  ünstetigkeitsflächen  vorhanden  sind,  so  erhalten  wir 

(11)  f&dv  =  -^^-^Jsdv. 

00  00 

Hieraus  ersehen  wir,  daß  die  Lorentzsche  Theorie  dem 
Reaktionsprinzip  nicht  genügt.  Dies  kommt  daher,  daß  diese 
Theorie  eine  dem  dritten  Glied  in  (a)  Nr.  41  entsprechende  Kraft 
nicht  annimmt. 

Führen  wir  die  Bezeichnung  ein 

(12)  ~J^dv^(B 

00 

und  verstehen  unter  IB  die  Bewegungsgröße  der  wägbaren 
Massen  (siehe  Nr.  1  und  3),  so  ist 

(13)  /«'*'' =  ^. 

00 

und  aus  (11),  (12)  und  (13)  fließt 

(14)  10  +  «  =  konst. 

Infolgedessen  können  wir  ®  als  die  elektromagnetische 
Bewegungsgröße  des  Feldes  deuten  und  folgern  aus  (14),  daß 
die  Summe  aus  der  mechanischen  Bewegungsgröße  der  wägbaren 
Massen  und  der  elektromagnetischen  Bewegungsgröße  des  Feldes 
für  ein  abgeschlossenes  System  konstant  ist. 

43.  Die  retardierten  Potentiale.  Aus  (2)  und  (3)  erhalten 
wir 

(15)  4^^  -TT  +  ^  "ä?"  ==  ~  ^^^  ^' 
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Mit  llilte  dieses  Ausdn»«  k.  >  uud  (139)1,  können  wir  ganz 
analoge  Beziehungen  erhalten  wie  in  Nr.  35.  Wir  wollen  uns 
aber  diese  Rechnungen  sparen,  sondern  direkt  die  in  Nr.  85  ab- 
geleiteten Ausdrücke  benutzen  indem  wir  einfach  «  =  jü  —  1  und 
<r€  =  S  =  p»  setzen  und  berücksichtigen,  daß  keine  Unstetigkeits- 
tlüchen  vorhanden  sein  werden. 

Nehmen  wir  außerdem 

(a)  m=-i- 

an,  so  erhalten  wir  aus  (26)— (28)  und  (31)  Nr.  36 

(16)  e  —  -^-^^ 

(17)  fl  =  rot2t 

(18)  x-J'^dv^ 

e 

(19)  ^  _  c»  Jf  dv^, 

e 

wo  sich  V  auf  das  von  den  Elektronen  eingenommene  Volumen 
bezieht,  und  aus  (33)— (35)  Nr.  35 

(20)  div;3C  +  -V^f  =  0 

(21)  V^;X-^^,^  =  -4^^. 


(22)  V>--i.At-  =  -4^^V 


c«   dt 
dt 


Kapitel  IX. 
Eristalloptik. 

44.  Einleitung.     Bei  der  Behandlung  der  Kristalloptik  be- 
nutzen wir  die  Max  well  sehen  Gleichungen  für  ruhende  Körper 
und  setzen 
(a)  ^-1,     tf-O. 

Wir  erhalten  deshalb  aus  (8)  und  (9)  Nr.  33 

V.  Ignatowsky,  Vektoranalysis.     II.  8 
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(1)  4;t|?  =  rot«j, 

(2)  -^f-rot«. 

Da  wir  es  mit  anisotropen  Körpern  zu  tun  haben,  wird  B  im 
allgemeinen  nicht  mit  (B  zusammenfallen.  Die  elektromagnetische 
Energie  e  pro  Volumeneinheit  ist 

(3)  e-^-^  +  f: 

Für  isotrope  Körper  geht  (3)  in  (3)  Nr.  32  über. 

Wir  setzen  voraus,  daß  auch  hier  die  Ausstrahlung  der  Energie 
durch  den  Poyntingschen  Vektor  S  geregelt  wird,  nehmen  also 
die  Gültigkeit  der  Energiegleichung  (11)  Nr.  33  an.  Sie  geht 
wegen  (a)  über  in 

V  F 

Anderseits  folgt  aus  (l)  und  (2)  mit  Hilfe  von  (65)  I 

Ein  Vergleich  von  (b)  und  (4)  liefert  uns,  wegen  (3),  unter 
Berücksichtigung,  daß  diese  Gleichungen  für  beliebige  V  gelten 

aA"2  "^  8«;  "^  dt  "^swat 

oder 

Wir  nehmen  weiterhin  an,  daß  II  zugleich  mit  <t  verschwindet 
und  setzen  deshalb 


(6)  a-i^T.«, 


WO  s  den  Betrag  von  (E  bedeuten  soll.    Bezeichnen  wir  den  Ein- 
heitsvektor längs  (6.  durch  €o,  so  folgt  aus  (5)  und  (6) 


HauptdielektrisitätikonstanteD .  115 


Hieraus  und  aus  (209)  I  ersehen  wir,  daß  C  ein  Tensor  ist 
Wir  können  deshalb  schreiben 

(8 )  «  -  i«o  •  ^h  +  f (fo  •  if,  +  k«o  •  k'8» 

wo  sich  i,  I,  k  auf  die  Hauptachsen  beziehen,  tj,  fj,  «j  die  Haupt- 
werte  von  €  bedeuten  und  (Eq  den  entsprechenden  Einheitsvektor. 
Bezeichnen  wir  die  Komponenten  von  d.  längs  den  Hauptachsen 
durch  5j,  53,  .<3,  so  ist 

(9  )  (gl  —  sd^i  —  5i  usw. 

Aus  (8),  (6)  und  (9)  ergibt  sich 

(10)  13  =  ^^.  (s,B,i  +  s,B,i  +  s,e,k). 

Fällt  z.  B.  (g  mit  i  zusammen,  so  folgt  aus  (10)  wegen  (9) 

weshalb  f, ,  fj,  €3,  in  Analogie  mit  (7)  Nr.  32,  als  die  Haupt- 
dielektrizitätskonstanten eines  Kristalles  bezeichnet  werden. 
45.  Fortpflanzung  des  Lichtes  in  Kristallen.  Wir  setzen 
den  Kristall  als  homogen  voraus  und  betrachten  innerhalb  des- 
selben die  Fortpflanzung  einer  ebenen  polarisierten  Welle  des 
Vektors  €.  Es  werden  demnach  parallele  Ebenen  —  Wellen- 
ebenen —  vorhanden  sein,  auf  welchen  (£  nach  Größe,  Rich- 
tung und  Phase  konstant  ist.  Bezeichnen  wir  durch  n  die  Normale 
zu  einer  solchen  Ebene  —  Wellennormale  —  in  der  Richtung 
vom  Koordinatenanfang  aus  und  durch  r  den  Radiusvektor  vom 
Koordinatenanfang  bis  zu  einem  beliebigen  Punkt  der  Wellen- 
ebene, so  wird  sich  (£.  darstellen  lassen  durch 

Denn  nr  ist  nichts  anderes  als  die  Entfernung  der  Wellen- 
ebene vom  Koordinatenanfang.  Der  nach  Ort  und  Zeit  konstante 
Vektor  <Bi  bedeutet  die  Amplitude  von  (£.  im  Koordinatenanfang 

(r  «.  0),    0)  =»  ^  ,  und  V  ist  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit 

der  Wellenebene  in   Richtung   der  Wellennoimale   (Normalen - 
g  es  ch  windigkeit). 

8* 
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Aus  (11),  (2)  und  (69)  I  erhalten  wir 

(a)  _^J_e*.<[Ve- ">,«.]. 

Es  ist  aber  wegen  (136)  I  und  (68)  I,  da  (nV)  r  =  n,  n  =  konst. 
und  rot  r  ==  0  ist, 

int  tu  .  (tirfi 

n-yc       '  • 


(b) 

V<: 

»'nrcu 

1 

1(0      -  - 

nra 
V 

Vnr= 1 

Deshalb  ergibt  (b) 

und  (a) 

tw 

e 

('""^')[««J 

oder 
(12) 

,^t 

:"^^n«E,]. 

Wir  ersehen  hieraus,  daß  die  magnetische  Feldstärke  ^  senkrecht 
zu  (B  und  auch  zu  n,  d.  h.  zur  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  ist. 
Setzen  wir  (12)  in  (l)  ein,  so  wird,  ganz  analog, 

oder  io,(i-'^'\ 

Der  Einfachheit  halber  setzen  wir  den  Betrag  von  (S^  gleich 
eins,  also  (^^  =  €0,  und  erhalten  deshalb  aus  (11)  für  den  Betrag 

von  (^,  nach  Multiplikation  mit  -jf,  den  Wert 

c 

(a)  ^-4^. 

Hieraus  und  aus  (13),  unter  Berücksichtigung  von  (6),  folgt 

(14)  €«^(«o-«'«<^o) 

und 
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(13)  lehrt,  daß  (£,  it  und  £)  in  einer  Ebene  liegen,  und  außer- 
dem, daß 
(16)  Un-O 

i>i.  1).  h.  0  ist  senkniht  zu  n  und  wegen  (12)  auch  senkrecht 
zu  ^  (Fig.  14.  Man  muß  sich  hier  1^  senkrecht  zur  Zeichenebene 
vorstellen). 

Es  liegen  demnach  D  und  ^  in  der  Wellenebene,  senkrecht 
zu  n.  während  (E  unter  einem  Winkel  tp  zu  dieser  Ebene  geneigt  ist. 

Identifiziert  man  den  Poynting- 
schen  Vektor  S  mit  dem  Lichtstrahl, 
so  sieht  man,  daß  der  Lichtstrahl, 
welcher  senkrecht  zu  (S,  und  i^  ist, 
einen  Winkel  (p  mit  der  Wellen- 
nonnale  bildet. 

Da  <C,  n  und  (f^  komplanar  sind 
und  C  ein  Tensor  ist,  so  können  wir 
auf  diese  drei  Vektoren  alle  Resul- 
tate übertragen,  die  wir  in  Nr.  44 
und  Nr.  45  I  gewonnen  haben.  Zugleich  ersehen  wir  wegen  Nr.  17, 
daß  ein  homogener  Kristall  ein  homogenes  Tensorfeld  der  Ver- 
schiebung fl  bzw.  des  Tensors  C  darstellt. 

Entsprechend  den  Bezeichnungen  in  Nr.  44  und  Nr.  45  I  er- 
halten wir 

/  N  f  a  =  C;     «0  =  ro 

(e) 


^n 


Fig.  14. 


(0 

(g) 


>h>h 


Q  = 


c 


die  Normale  n'  fällt  mit  der  Richtung  des  Strahles  S  zusammen. 

Aus  (248)  I  folgt 
(17)  F  =  cu  cos  (f. 

Während  der  Zeit  t  verschiebt  sich  die  Wellenebene  um  eine 
Strecke  vt  längs  der  Wellennormale.  Bewegen  wir  uns  längs  dem 
Strahl,  so  müssen  wir  in  derselben  Zeit  den  Weg  t  V*  zurücklegen, 
wo  F'die  Strahlengeschwindigkeit  bedeutet.  Aus  (17)  folgt 
deshalb 
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(18)  V=V'  cos  (p 

und 

(h)  „  =  i:. 

Die  beiden  Hauptebenen  sind  nichts  anderes  als  die 
möglichen  Schwingungsebenen  von  ö  und  (£. 
Führen  wir  die  Bezeichnungen 

(i)  ~  =  a^]      ^"  =  fe^      ^  =  w^ 

*1  *2  ^S 

ein,  so  erhalten  wir  für  die  Halbachsen  der  Ellipsoide  der  Hilfs- 
tensoren ß  und  ;lll  in  Nr.  45  I  folgende  Werte 


(k) 

^=h 

^-h 

3        m 

und 

0) 

a 

b 

m 

Aus  (f)  und  (i)  ergibt  sich 

(m)  a  >  6  >  m. 

Fällt  die  Wellennormale  z.  B.  mit  der  i-Achse  zusammen,  so 
liefern  (238)  I,  (247)  I,  (g),  (e),  (h)  und  (i) 

(n)  V,=^v\^m',     72  =  7;  =  5. 

D.  h.  die  beiden  Normalengeschwindigkeiten  7j  und  \\  sind 
gleich  den  beiden  Strahlengeschwindigkeiten  V[  und  Fg  und  gleich 
m  bzw.  h.  Ein  analoges  Resultat  erhalten  wir,  falls  n  mit  den 
anderen  Achsen  zusammenfällt.  Man  bezeichnet  deshalb  a,  6,  m 
als  die  Hauptlichtgeschwindigkeiten. 

Aus  (i)  und  (12)  folgt,  daß  die  Halbachsen  6^,  h^  und  b^ 
gleich  den  Hauptbrechungsexponenten  des  Kristalles  sind. 
Man  nennt  das  entsprechende  Ellipsoid  das  Indexellipsoid.  Das 
Ellipsoid  des  Tensors  0,  dessen  Halbachsen  wegen  (1)  gleich  den 
reziproken  Werten  der  Hauptbrechungsexponenten  sind,  wird  als 
das  Fresnelsche  Ellipsoid  bezeichnet.  Zugleich  ergibt  sich 
aus  (1),  daß  die  Halbachsen  des  letzten  Ellipsoids  proportional 
den  Hauptlichtgeschwindigkeiten  sind;  und  zwar  fällt  wegen  (m) 
die  größte  Geschwindigkeit  a  mit  der  i- Achse,  die  mittlere  b  mit 
der  |- Achse  und  die  kleinste  m  mit  der  h- Achse  zusammen. 
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Für  eine  beliebige  Richtung  der  Wellennormale  bzw.  des 
Strahles  berechnen  sich  die  entsprechenden  Geschwindigkeiten  F 
und  V'  aus  (245)  und  (246)  I,  welche  Ausdrücke  infolge  von 
(g),  (h),  (k)  und  (1)  übergehen  in 

\^^)  o«  —  7«  ^  6»  _  Ft  t-  ^«  _-F«  ~  "♦ 

eine  (IKidiung,  die  das  Fresnelsche  Gesetz  ausdrückt,  und 

Die  Normalen  n^  und  n,  d.  h.  die  Achsen  der  Kreisschnitte 
des  Indexellipsoids  sind  nichts  anderes  als  die  optischen  Achsen 
des  Kristalls  oder  die  Binormalen.  Die  Achsen  der  Kreisschnitte 
des  Fresnelschen  Ellipsoids,  also  xi\  und  n^  sind  die  sogenannten 
Strahlenachsen  oder  Biradialen. 

Die  Richtungen  der  Binormalen  und  der  Biradialen  bestimmen 
sich  mit  Hilfe  von  (251)  und  (252)  I  und  zwar  ist  wegen  (k) 
und  (1)  

(21)       9,-^y  -r^^;     gs  =  y  ^-^ 

und  

(22)  «7,  -  y  Vä'-Zr^'-^       ff^-T  V^,^^^'- 

Es  bedeuten  also  hier  g^  und  g[  die  Kosinusse  der  Winkel 
zwischen  der  Binormalen  bzw.  Biradialen  und  der  t-Achse  (d.  i. 
Achse  der  größten  Geschwindigkeit  des  Fresnelschen  Ellipsoids), 
und  g^  und  g'^  die  entsprechenden  Werte  der  Kosinusse  in  bezug 
auf  die  k-Achse  (d.  i.  Achse  der  kleinsten  Geschwindigkeit  des 
Fresnelschen  Ellipsoids). 

Fällt  die  Wellennormale  mit  einer  der  Binormalen  zusammen, 
so  ist,  wegen  Nr.  45  I  q  =  b^  oder  wegen  (g)  und  (k)  V  «=»  h. 
Es  werden  unendlich  viele  Schwingungsrichtungen  existieren,  und 
bei  der  Drehung  der  Schwingungsebene  um  die  Binormale  wird 
der  Strahl  verschiedene  Winkel  mit  ihr  bilden,  die  sich  aus  (253)1 
bestimmen.  Die  Strahlen  bilden  einen  Kegel,  dessen  Öffnungs- 
winkel 9?i  wir  aus  (253)  I  erhalten,  falls  wir  dort  ^  =  0  setzen, 
und  zwar  ist  wegen  (e)  und  (i) 


(23)  tg,.  =  -l^^^^^:4(^-^. 
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Das  Minuszeichen  bedeutet,  daß  der  Kegel  zwischen  der  Bi- 
normalen und  der  k- Achse  liegt. 

Für  xjj  =  90®  ist  cp  =  0.  Den  Winkel  (p^  in  (23)  nennt  man 
den  Winkel  der  inneren  konischen  Refraktion. 

Fällt  der  Strahl  mit  der  Biradialen  zusammen,  so  erhalten 
wir  analog  einen  Kegel,  der  durch  die  Wellennormalen  gebildet 
ist,  und  dessen  öflfnungswinkel  (p^  sich  aus  (254)  I  bestimmt,  falls 
wir  dort  ip^  =  0  setzen.    Es  ist 

Hier  bedeutet  das  Minuszeichen,  daß  der  Kegel  zwischen  der 
Biradialen  und  der  l- Achse  liegt. 

Für  il^i  =  90°  ist  (p  =  0.  Die  entsprechende  Strahlenge- 
schwindigkeit ist  ebenfalls  F'  =  h.  Der  Winkel  cp^  ist  der  Winkel 
der  äußeren  konischen  Refraktion. 
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Selbstinduktionskoeffizient  98. 
Skalar  iL 
skalares  Feld  12  I. 

—  Potential  47  I. 

—  Produkt  5  I. 
solenoidales  Feld  69  L 
Spannung  30  u.  fl. 
Spannungsellipsoid  33. 
sphärische  Koordinaten  74,75,82  I. 
Stärke  des  Solenoids  701. 

—  eines  Wirbelfadens  70. 
stationäre  Änderung  60. 
Stokesscher  Satz  29,  30  I. 
Strahlenachsen  119. 
Strahlengeschwindigkeit  117. 
Strömung  68. 

substanzielle  Änderung  60. 
symmetrische  Dyade  94. 

Tensor  90  u.  fl.  I 

Tensorfelder  48. 

Tensorellipsoid  95,  96  I. 

Tensortripel  93  L 

Thomsonsche      Schwingungsglei- 
chung 94  u.  fl. 

Torsionsmodul  56. 
i   Trägheitsmoment  18. 
!   Trägheitsellipsoid  19,  20. 

I   Vektor  1 1. 
Vektorfeld  12  L 
vektorieller      Differentialquotient 

21,  27  L 
vektorielles      Oberflächenintegral 

82,  33  I. 
Vektordifferential  121. 
Vektorlinie  67  I. 
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Vektorpotential  601. 
Vektorprodukt  6l. 
VerrücKuugen  86  a.  fl. 
Verechiebungsstrom  96. 
Verzerrungsellipsoid  41. 
Virial  13. 

Volumendilatation  42. 
Volumenkraft,  innere  30,  42. 
Volumenmodul  49. 

wahre  Elektrizität  88. 
Wechselwirkungsgesetz  11. 
Wellenebenen  116. 
Wellen  längs  eines  Drahtes  100  u. 


Wellennormalen  116. 
Wirbel  69. 
Wirbelfaden  70. 
Wirbelfeld  69. 
wirbelfreie  Bewegung  69. 
Wirbellinie  70. 
Wirbelröhre  70. 
Wirbelsätze  72  u.  fl. 

Zentralkraft  4. 
Zentralellipsoid  20. 
Zentripetalkraft  2. 
Zirkulation  68. 
zylindrische  Koordinaten  82 1. 


Druck  Ton  B.  ö.  Teubner  in  Leipzig. 


B.  G.  TEÜBNER8  HANDBÜCHER 
FÜR  HANDEL  UND  GEWERBE 

HEEAÜSGEGEBEN  VON 

DE.VANDERBORGHT  1)R.  SCHUMACHER         1)K.  STEGEMAKK 

OKH.  KBa.-HA.T  IN  BEKLIN  TKOr.  AK  DER  XmiV.  BONN      OKH.  BEO.-BAT  IN  BBAf  KSCHWEIO 

Die  Handbücher  sollen  in  erster  Linie  dem  Kaufmann  und  In- 
dustriellen ein  geeignetes  Hilfsmittel  bieten,  sich  rasch  ein  vrohl- 
begrüudetes  Wissen  auf  den  Gebieten  der  Handels-  un<l  der  Industrielehre, 
der  Volkswirtschaft  und  des  Rechtes,  der  Wirtschaftsgeographie  und  der 
Wirtschaftsgeschichte  zu  erwerben,  wie  es  die  erhöhten  Anforderungen 
des  modernen  Wirtschaftslebens  erfordern.  Aber  auch  allen  Volks- 
wirtschaftlern und  Politikern  sowie  den  Verwaltungs-  und  Steuerbehörden 
wird  die  Sammlung  willkommen  sein,  da  sie  in  ihr  die  so  oft  nötigen 
zuverlässigen  Nachschlagewerke  über  die  verschiedenen  kaufmännischen 
und  industriellen  Fragen  finden  werden. 

Anlnc^Pi  vnti  VflhrilfAii  Von  H.  UaberMtroli,  K.  Weidlich,  Y.  Gorts  uud 
Anlage  von  r  a»riKüll.  ^^  „^  Stegemann.  Mit  274  AbbUd.  u.  Plänen  sowio 
6  Tafeln.     [XIII  u.  528  8.]     gr.  8.     1907.     Geb.  Ji.  12.— ,  in  Loinw.  geb.  .H.  12.80. 

„.  .  .  Die  Gesichtspunkte,  unter  denen  der  überaus  reichhaltige  u  ■  "  weise 
sehr  schwierige  Stoff  vorgetragen  ist,  entsprechen  in  jeder  Weise  den  n»  »rde- 

rungcn  an  eine  Fabrikanlage,  d.h.  es  sind  neben  einer  gewissen  Formensc;  rster 

Linie  doch  immer  die  Zweckmäßigkeit,  die  hygieniechcu  Bedtlrfnisse  und  das  Nützlichkeit.-:- 
prinzip  berücksichtigt  worden."  (Hetallrohren-Industrie.) 

Hftirifth  von  VnhrikPll  ^'^^  ^^'-  *'•  ^^'  ^'  Zimmermann,  A.  Johanning,  II.  v. 
JltitilOU  YUU  XitUUKtril.    p,.a„kenberg  u.  Dr.  K.  Stegemann.   Mit  3  Abbild,  u. 

Kahlreichen  Formularen.    [VI  u.  4S6  S.]    gr.  8.    1905.    Geh.  J{.S.—,  in  Leinw.  geb. ».«:  8.60. 

„Das  Buch  bietet  eine  Fülle  von  Anregung  und  Belehrung  und  dürfte  insbesondere 
für  die  leitenden  technischen  und  kaufmännischen  Persönlichkeiten  wegen  der  umfassenden 
Übersichten  auf  allen  Gebieten  des  Fabrikbetriebes  sehr  zu  empfehlen  sein." 

(Elektrotechnische  Zeitschrift.) 
„.  .  .  Da  ein   derartiges   Werk   unserer    reichhaltigen   1 
mangelte,  obzwar  in  letzter  Zeit  Bücher  von  ähulirlu  m,  aber 

herausgegeben  wurden,  so  muß  das  lirscheinen  dieses  l^uches  mi^        _,^ .    . 

(Dr.  Arthur  Wiesler  In  Dinglers  Pol) teckuiMchem  Journal.) 

Einführung  in  die Eloktroteclinik.  ^'  Grundlagen  und  tech- 

2 111^  mgen.   Von  lU  Kinkel. 

Mit  44,T  Abbildungen.     [VI  u.  161  8.J     gr.  8.    IDQS.    Geh  i  a  Lcinw.  geb.  »^  le.-- 

„.  .  .  Sowohl  dem  kaufmännisch  gebildeten  Industriellen  wie  dem  Ingenieur,  der 
einen  tlTberbllck  zu  erwerben  wünscht,  wird  das  Buch  eine  brauchbare  Handhabe  dazu 
bieten.  Der  Stoff  wird  so  vortrefflich  behandelt,  daß  der  Leser  eine  klare  Vorstellung  von  den 
Grundbedingungen  und  Schwierigkeiten  erhalt.     (Praktischer  MaNchiuen-KonsIrnktcnr.) 

niP  E{fiß1liT1<llI«fHA  ^*^^  Oükar  Simuiorsbach.  Mit  92  Abbild.  [X  a.  »22  S.l 
Aiie  Xil^CUrnuaStlH?,     ^^  ^     ^^^^     Geh.  ^t  7.20,  in  Lelnw.  geb.  ^  8.- 

„.  .  .  Der  Verfauser  hat  es  mit  großem  Geschick  verstanden,  überall  nur  dasWescut- 
liehe  zu  bringen,  der  technische  Teil  ist  knapp  nud  klar  gesohriobcn;  In  dem  wirteohaft- 
Hohen  Teil  sind  die  statlstlscheu  Angaben  sorgfültig  so  ausgewählt  undzusanir        —  " 
daß  sie,  ohne  tu  ermüden,  doch  ein  möglichst  voUstündiges  BUd  geben.    Seinen 
wird  das  Buch  wogen  der  vielen  Zahlenangaben  als  NaohBchlagewerk  im  tflglicl. 
haben."  (Zcltachrift  dos  Verein«  deutscher  lugonit  ur.,) 
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.«__  — _— _—  lt*t  Jni  BelchMtot  de«  Innern.    Uatar  MitwirkoDy 

von  in  Herlin.  [VIII   a.  4n8  ».]      xr   8       1909.      Geh.  .*:  11. ?0, 
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